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Re´sume´
Une nouvelle approche eule´rienne aux grandes e´chelles (LES) pour simuler un nuage de particules iner-
tielles soumis a` une turbulence fluide est pre´sente´e. Elle est base´e sur le formalisme eule´rien me´soscopique
(Fe´vrier et al. (2005)) qui permet de de´composer la vitesse de chaque particule en une partie spatialement
corre´le´e et une partie de´corre´le´e. La de´rivation des e´quations LES particulaires comprend deux e´tapes : une
moyenne d’ensemble conditionne´e par une re´alisation du champ fluide turbulent est suivie d’un filtrage spa-
tial LES classique des e´quations de transport. En conse´quence, les termes a` mode´liser sont de deux sortes :
ceux provenant de la moyenne d’ensemble sont mode´lise´s par analogie avec les fermetures statistiques de
la me´thode aux moments, alors que l’effet des termes de sous-maille est pre´dit par des mode`les similaires
a` ceux employe´s en turbulence monophasique compressible. Les diffe´rents mode`les sont teste´s a priori a`
l’aide de re´sultats de simulations lagrangiennes pour la phase disperse´e couple´es a` une re´solution nume´rique
directe du fluide en turbulence homoge`ne isotrope de´croissante. Les nombres de Stokes des e´coulements si-
mule´s correspondent a` des re´gimes de concentration pre´fe´rentielle des particules. Le couplage inverse ainsi
que les collisions interparticulaires ne sont pas pris en compte. L’interpre´tation de ces re´sultats lagrangiens
en terme de champs eule´riens me´soscopiques ne´cessite l’emploi d’une proce´dure de projection. Une projec-
tion de type gaussienne, spe´cialement de´veloppe´e permet de limiter les erreurs spatiales et statistiques. Les
champs me´soscopiques sont, tout d’abord analyse´s en de´tail : e´volution des grandeurs moyennes, spectres
de vitesses, champs locaux instantane´s. Puis ces champs sont filtre´s spatialement. Les tests a priori des
mode`les de sous-mailles sont effectue´s et donnent des re´sultats similaires aux tests effectue´s en e´coulements
monophasiques en ce qui concerne le tenseur de sous-maille.
Mots cle´s : e´coulement turbulent diphasique gaz-particules, mode´lisation eule´rienne des grandes e´chelles
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Abstract
The purpose of the paper is to develop a new large eddy simulation (LES) approach for a dispersed phase
suspended in a fluid turbulent flow in the framework of the Eulerian modelling for inertial particles. Local
instantaneous Eulerian equations for the particles are first written using the Mesoscopic Eulerian Forma-
lism, which accounts for the contribution of an uncorrelated velocity component for inertial particles with
relaxation time larger than the Kolmogorov time scale. Then, particle LES equations are obtained by volume
filtering of mesoscopic Eulerian equations. In such approach, the particulate flow at larger scales than the fil-
ter width is recovered while subgrid effects need to be modelled. Particle eddy-viscosity, scale similarity and
mixed subgrid stress (SGS) models derived from fluid compressible turbulence SGS models are presented.
Evaluation of the proposed modelling approaches is performed using seven sets of particle Lagrangian re-
sults computed from discret particle simulation (DPS) coupled with fluid direct numerical simulation (DNS)
of homogeneous isotropic decaying turubulence. Fluid acts on the particle through the Stokes drag force,
two-way coupling and inter-particle collisions are not considered. Simulated Stokes numbers corresponds to
prefential concentration regimes. Mesoscopic Eulerian fields are extracted from Lagrangian results by a pro-
jection process, which is equivalent to a spatial filter. A specific projector is develop to limit statistical bias
and spatial error and is validated. First mesoscopic fields are analysed in detail including correlated velocity
power spectra and uncorrelated energy modelling. The mesoscopic fields measured from DPS+DNS are
then filtered to obtain large scale fields. A priori evaluation of particle subgrid stress models gives compa-
rable agreement than fluid compressible turbulence tests. The standard Smagorinsky eddy-viscosity model
exhibits the smaller correlation coefficients. The scale similarity model shows very good correlation coeffi-
cient but strongly underestimates the subgrid dissipation. The mixed model is on the whole superior to pure
eddy-viscosity model.
Keywords : gas-particle turbulent flows, Eulerian LES modelling
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Introduction
Contexte de l’e´tude
La pre´sente e´tude a e´te´ finance´e par le projet europe´en LESSCO2 (« Large Eddy Simulation techniques
to Simulate and COntrol by design Cyclic variability in Otto cycle engines », contrat No. NNE5-2001-
00495) qui vise a` promouvoir et de´velopper les approches de type simulation des grandes e´chelles pour
le calcul nume´rique de chambre de combustion de moteurs automobiles. En effet, les grandes e´chelles de
la turbulence sont responsables des variations cycle a` cycle de l’e´coulement dans la chambre de combus-
tion (mesures expe´rimentales de Moreau et al. (2005a) par exemple) qui peuvent affecter les rendements
e´nerge´tiques et e´cologiques du moteur. Les approches utilise´es couramment (de type RANS) ne peuvent
pas pre´dire de telles variations, qui doivent eˆtre prises en compte pour le de´veloppement de moteurs plus
performants. Le projet LESSCO2 regroupe des industries automobiles (BMW, PSA et Renault) et diffe´rents
laboratoires ou centres de recherche (Consejo Superior de Investigaciones Cientificas CSIC/LITEC, Institut
Franc¸ais du Pe´trole, Institut de Me´canique des Fluides de Toulouse IMFT, Lunds Universitet LTH, Queen’s
University Belfast QUB et Rheinisch-Westfaelische Technische Hochschule Aachen RWTH), qui travaillent
sur des the´matiques diffe´rentes mais comple´mentaires. La pre´sente e´tude re´alise´e a` l’IMFT dans le groupe
e´coulement et combustion porte sur le de´veloppement d’une mode´lisation eule´rienne des grandes e´chelles
d’un nuage de gouttelettes ou de particules en interaction avec un champ fluide turbulent, qui pourra, a` terme
eˆtre utilise´e dans le calcul de l’injection de combustible par un spray (moteurs diesel ou a` injection directe
essence). L’inte´reˆt d’une injection de carburant sous la forme d’une phase liquide disperse´e (nuage de gou-
telettes) re´side dans l’efficacite´ des transferts massiques, une phase disperse´e posse`dant une grande surface
comparativement a` son volume. De nombreux autres proce´de´s industriels utilisent cette proprie´te´, on peut,
par exemple, citer les re´acteurs chimiques de type colonne a` bulles (Oey (2005)) le crackage catalytique de
pe´trole dans des lits fluidise´s (Saulnier et al. (2005)).
En se limitant au cas ou` la phase disperse´e est constitue´e de particules solides, inde´formables, sphe´riques
et identiques, il est possible d’e´tablir une classification des e´coulements particulaires en fonction de la
fraction volumique αp et de la fraction massique φp (tire´e de Fede (2004)) :
– αp < 10−4 et φp < 10−2 : le phe´nome`ne physique pre´ponde´rant est la dispersion des particules par
la turbulence. Les particules ne sont pas suffisament lourdes ou nombreuses pour influenc¸er la phase
fluide. L’effet des collisions est, en ge´ne´ral, lui aussi ne´gligeable.
11
– αp < 10−4 et φp > 10−2 : le couplage inverse n’est plus ne´gligeable. L’e´nergie turbulente du fluide a
tendance a` diminuer par la pre´sence de la phase disperse´e.
– 10−4 < αp < 10−1 : les collisions inter-particulaires et le transport par la turbulence fluide sont
pre´ponde´rants.
– αp > 10−1 : la dynamique des particules est pilote´e par les collisions. On parle alors de « re´gime
collisionnel » ou d’e´coulements « denses ».
La mode´lisation eule´rienne e´tudie´e est adapte´e aux re´gimes « dilue´s » , ou` la turbulence du fluide est un
phe´nome`ne dominant du mouvement particulaire (αp < 10−1). Elle peut the´oriquement prendre en compte
les collisions interparticulaires. L’extension du formalisme utilise´ au phe´nome`ne de couplage inverse n’est
pas encore totalement e´tablie et ne sera pas aborde´ ici.
Simulations nume´riques gaz-particules
La simulation nume´rique d’e´coulements gaz-particules peut eˆtre re´alise´e suivant diffe´rentes approches.
Simonin (2000) propose une hie´rarchie de ces approches (Fig. 1) en fonction de leur applicabilite´ a` une confi-
guration industrielle (approches re´serve´es pour l’instant a` des e´tudes fondamentales en haut de la figure).
Une « vraie » simulation nume´rique directe d’un e´coulement diphasique consiste a` re´soudre les e´quations
de Navier-Stokes autour de chaque particule et celles des milieux continus a` l’inte´rieur. Cela ne´ce´ssite des
me´thodes nume´riques spe´cifiques : Ten Cate et al. (2004) utilisent une approche Lattice-Boltzmann et Ran-
drianarivelo (2005) une me´thode de frontie`res immerge´es. Le diame`tre des particules est au minimum d’une
dizaine de mailles de calcul, si bien que les configurations possibles pour de telles simulations sont actuel-
lement limite´es a` des e´coulements avec quelques dizaines voire centaines de particules.
Si les inclusions sont suffisamment petites (typiquement leur diame`tre doit eˆtre infe´rieur a` l’e´chelle de lon-
gueur de Kolmogorov), il est possible de traiter se´pare´ment les deux phases. Le fluide est alors traite´e par
la simulation eule´rienne des e´quations (exactes ou approche´es) de Navier-Stokes, alors que les particules
sont suivies individuellement de fac¸on lagrangienne (Discret Particle Simulation ou DPS). Les interactions
entre les phases ne´ce´ssitent l’emploi de lois de transfert fluide-particule (mode`les de force, transferts de
chaleur/masse) et d’interactions entre les particules (loi de rebond apre`s collision). Deux approches sont
utilise´es pour simuler nume´riquement la structure cohe´rente d’un e´coulement turbulent fluide : la simula-
tion nume´rique directe (DNS) et la simulation des grandes e´chelles (LES). D’un point de vue the´orique,
la DNS est la me´thode la plus pre´cise, car toutes les e´chelles turbulentes sont re´solues. Le couˆt nume´rique
de cette approche restreint son domaine d’application a` des nombres de Reynolds beaucoup plus faibles
que ceux rencontre´s dans des configurations industrielles. Cette limitation est en partie leve´e par l’approche
LES, ou` seules les grandes e´chelles (les plus e´nerge´tiques) de la turbulence sont re´solues. L’effet des petites
e´chelles est pris en compte par des mode`les de sous-maille. Pour e´valuer l’influence des petites e´chelles
de la turbulence fluide sur les statistiques de la phase particulaire, Fede et Simonin (2006) simulent une
turbulence homoge`ne isotrope (THI) stationnaire couple´e avec deux types de DPS (la seule force agissant
sur les particules e´tant la traıˆne´e) : dans le premier cas, la force de traıˆne´e est exprime´e avec le champ de
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Simulation nume´rique directe diphasique
(Navier-Stokes autour de chaque particule + e´quation des milieux continus)
Simulation grandes echelles
(DNS ou LES)
Simulation de particules discreˆtes
(DPS)
RANS
(k− ε, Rf,ij− ε)
Approche PDF
Euler Lagrange
Me´thode des moments
(mode`le a` deux fluides)
Stochastique
(DSMC)
LES
Loi de tranfert fluide-particule
Mode`le de sous-maille
Mode`le de
turbulence
Mode`le de collision
Hypothe`se
d’indicernabilite´
des particules
Mode`les de
turbulence « vue »
et de collisionMode`le
d’agitation
Mode`le de
sous-maille
FIG. 1 – Hie´rarchie des approches nume´riques pour la simulation des e´coulements gaz-particules (adapte´ de
Simonin (2000)). Le sujet du pre´sent travail est entoure´ avec une ligne tirete´e.
vitesse fluide, alors que, dans le deuxie`me cas, elle de´pend du champ filtre´ de vitesse fluide ou` les petites
e´chelles de la turbulence ont e´te´ soustraites. Pour des particules suffisamment lourdes (dont le temps de re-
laxation est supe´rieur a` environ cinq fois le temps caracte´ristique des petites e´chelles supprime´es du fluide),
les statistiques de la phase particulaire, telles que l’e´nergie cine´tique, la dispersion et le parame`tre d’accu-
mulation caracte´risant la re´partition spatiale des particules, sont peu influenc¸e´es par les petites e´chelles de
la turbulence. Il n’est alors plus obligatoire de re´soudre l’ensemble des structures turbulentes dans un calcul
diphasique gaz-particules. Une simulation des grandes e´chelles du fluide est parfaitement justifie´e dans ce
cas et permet d’obtenir des turbulences plus fortes qu’en DNS. L’applicabilite´ de l’approche LES a` des par-
ticules plus le´ge`res est une question actuellement ouverte. La proposition et la validation de mode´lisation
des effets des petites e´chelles du fluide sur les particules est un sujet en plein essor (Vinkovic et al. (2006);
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Fede et al. (2006)). Dans l’approche LES/DPS de´terministe, telle que de´crite pre´ce´demment, chaque parti-
cule de l’e´coulement doit eˆtre individuellement simule´e. Dans des configurations industrielles, un spray de
goutellettes par exemple, le nombre de particules est trop important pour que la LES/DPS soit directement
applicable. A l’aide d’une description statistique de la phase particulaire, il est possible de re´duire le couˆt
de calcul en suivant des particules nume´riques repre´sentatives d’un nombre donne´ de particules plutoˆt que
des particules re´elles individuelles. Ce couˆt demeure toutefois tre`s (trop) e´leve´ en cas de fort couplage entre
les deux phases.
Le niveau suivant d’approximation consiste a` effectuer une de´composition de Reynolds des champs instan-
tane´es suivie d’une moyenne sur l’ensemble des re´alisations possibles du champ turbulent fluide. Pour le
fluide, ces approches sont appele´es mode´lisation RANS (Reynolds Average Navier-Stokes). Les e´quations
de transports sont e´crites pour les grandeurs moyennes, ainsi que pour certaines grandeurs statistiques de la
turbulence : e´nergie et dissipation dans les mode`les k−ε f ou tenseur des contraintes de Reynolds et dissipa-
tion dans les mode`les de type R f ,i j− ε f . Lorsque les particules sont indicernables (au moins localement), la
phase disperse´e suit une description statistique. Les proprie´te´s particulaires sont donne´es par une fonction de
densite´ de probabilite´ (PDF) pour l’ensemble des re´alisations de la phase particulaire et de la phase fluide.
Pour prendre en compte plus facilement l’influence du fluide sur la phase disperse´e, Simonin (1996) propose
d’utiliser la PDF jointe fluide-particule qui contient les informations relatives aux particules et au fluide vu
par les particules. Cette PDF suit une e´quation de type Boltzmann. La fermeture de cette e´quation ne´ce´ssite
de mode´liser les fluctuations de vitesse fluide le long des trajectoires des particules par une e´quation de Lan-
gevin par exemple. Le terme de collisions est ferme´ par un mode`le de collision corre´le´ (par la vitesse fluide)
spe´cifiquement de´veloppe´ pour les e´coulements gaz-particules dilue´s (Lavie´ville (1997)). Cette e´quation de
type Boltzmann peut eˆtre simule´e de fac¸on lagrangienne a` l’aide d’algorithmes stochastiques (Fede et al.
(2002) en THI ; Moreau et al. (2003, 2004) en e´coulement simplement cisaille´). L’approche eule´rienne « aux
moments » consiste a` re´soudre les e´quations de transport des premiers moments de la PDF telles que la den-
site´ du nombre de particules, la vitesse moyenne, l’e´nergie d’agitation,. . . Ces re´solutions lagragiennes ou
eule´riennes de l’e´quation particulaire de type Boltzmann sont couple´es avec une approche de type RANS
pour le fluide, si bien que les informations relatives aux structures cohe´rentes de la turbulence fluide ont e´te´s
perdues par le processus de moyenne sur l’ensemble des re´alisations du champ turbulent dans ces simula-
tions.
Une nouvelle approche eule´rienne pour le traitement de la phase disperse´e, pouvant eˆtre couple´e a` une ap-
proche LES du fluide, est de´veloppe´e dans ce me´moire. Comparativement a` une description lagrangienne,
l’inte´ret d’une telle mode´lisation eule´rienne re´side dans la facilite´ d’implantation et de la prise en compte
des couplages entre phases (tous les termes de transfert suivent un formalisme eule´rien).
L’approche eule´rienne me´soscopique aux grandes e´chelles pour la phase disperse´e
Fe´vrier (2000) introduit le formalisme eule´rien me´soscopique pour de´crire les statistiques particulaires
et de´finit le processus de moyenne sur l’ensemble des re´alisations de la phase particulaire conditionne´e par
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une re´alisation donne´e du champ turbulent fluide. Selon ce formalisme, la vitesse de chaque particule se
compose d’une partie corre´le´e spatialement aux vitesses des particules proches et d’une partie de´corre´le´e.
L’information relative au trajet individuel de chaque particule est perdue par la moyenne d’ensemble condi-
tionne´e, mais le comportement collectif des particules (par exemple l’entraıˆnement par une structure tur-
bulente fluide donne´e) est conserve´. Les statistiques de la phase particulaire sont donne´es par la PDF par-
ticulaire conditionne´e, qui suit une e´quation de type Boltzmann. Les e´quations de transport des quantite´s
eule´riennes sont obtenues par inte´gration de l’e´quation de type Boltzmann par analogie avec la me´thode
aux moments. Kaufmann (2004) simule les e´quations eule´riennes me´soscopiques particulaires couple´es aux
e´quations de Navier-Stokes pour le fluide en turbulence homoge`ne isotrope de´croissante. Ces simulations
eule´riennes sont valide´es par comparaison avec des re´sultats lagrangiens obtenus par DNS/DPS (Kaufmann
et al. (2006a)). La pre´sente e´tude se situe dans la suite directe de ces travaux et vise plus particulie`rement a`
e´tendre l’approche eule´rienne me´soscopique au formalisme de la simulation des grandes e´chelles.
Me´thodologie et plan du me´moire
Le plan du me´moire suit le cheminement jusqu’a` la validation des mode`les de sous-maille de l’approche
me´soscopique par des tests a priori sur des champs eule´riens obtenus par DNS/DPS. Les diffe´rentes e´tapes
qui conduisent a` ces tests sont sche´matise´es sur la Fig. 2.
Le chapitre 1 est consacre´ a` l’approche DNS/DPS. Cette approche est utilise´e pour ge´ne´rer une base
de donne´es lagrangiennes qui sera exploite´e par la suite. La configuration de l’e´coulement est une THI
de´croissante.
Les diffe´rentes approches eule´riennes existantes pouvant eˆtre couple´es avec une me´thode DNS/LES pour le
fluide sont pre´sente´es dans le deuxie`me chapitre. L’accent est mis sur l’approche me´soscopique qui permet
de mode´liser le comportement des particules lourdes e´tudie´es ici.
Le troisie`me chapitre est de´die´ a` l’interpre´tation de re´sultats lagrangiens tels que ceux obtenus au Chap. 1
en terme de champs eule´riens me´soscopiques de´crits au Chap. 2. La transformation des donne´es lagran-
giennes en champ eule´rien est effectue´e par un processus de projection e´quivalent a` un filtrage volumique.
La me´thode de projection utilise´e est tout d’abord teste´e sur des cas synthe´tiques monodimensionnels puis
applique´e et valide´e sur les re´sultats de simulations DNS/DPS en trois dimensions. Les erreurs dues a` la
projection sont quantifie´es.
Le chapitre 4 se compose de deux parties. Les champs eule´riens me´soscopiques obtenus a` partir des re´sultats
DNS/DPS sont analyse´s dans les diffe´rents cas de simulation. L’e´tude comprend l’interpre´tation des e´volutions
des grandeurs moyennes, des spectres de vitesses et est comple´te´e par quelques champs locaux instantane´s.
Dans la deuxie`me partie, les mode´lisations des termes relatifs au mouvement de´corre´le´ propose´es au Chap. 2
sont e´value´es a priori.
L’objet du chapitre 5 est la de´rivation des e´quations me´soscopiques aux grandes e´chelles par filtrage des
e´quations me´soscopiques. Le filtrage spatial des termes non line´aires fait apparaıˆtre des termes de sous-
maille. L’importance relative des diffe´rents termes est e´value´e sur les re´sultats des simulations DNS/DPS.
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Variables lagrangiennes obtenues par DNS+DPS :
X(k), V(k)
Variables eule´riennes :
np, up, δθp, ...
Variables eule´riennes filtre´es :
n¯p, uˆp, δ̂θp, ...
calcul du mode`le T modp,i j mesure de Tp,i j
projection
sur un maillage
filtrage
comparaison
FIG. 2 – Me´thodologie des tests a priori pour le tenseur des contraintes de sous-maille des particules Tp,i j.
Le dernier chapitre est consacre´ a` la mode´lisation des termes de l’approche LES me´soscopique pour la
phase disperse´e. Les diffe´rents mode`les sont teste´s a priori a` l’aide des champs me´soscopiques filtre´s de´crits
pre´ce´demment.
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Nomenclature
Lettres latines
C f p Coefficient spectral de corre´lation fluide-particule p. 94
Cpc Coefficient spectral de compressibilite´ de la vitesse particulaire
corre´le´e
p. 98
E f Spectre de densite´ d’e´nergie du fluide p. 27
Ep Spectre de la vitesse particulaire corre´le´ p. 87
Esp Spectre de la vitesse particulaire corre´le´ sole´noı¨dale p. 97
Ecp Spectre de la vitesse particulaire corre´le´ compressible p. 97
E f p Spectre de la covariance fluide-particulaire p. 93
fp Fonction de densite´ de probabilite´ des particules conditionne´e
par une re´alisation de la turbulence fluide
p. 51
gpp Fonction d’encombrement p. 80
I f Fonction indicatrice des zones de concentration pre´fe´rentielles p. 85
Knp Nombre adimensionnel de Kundsen particulaire p. 106
ktrp Nombre d’onde de transition p. 99
LD Longueur du domaine de calcul p. 34
L ff Longueur inte´grale longitudinale du fluide p. 23
Lgf Longueur inte´grale transversale du fluide p. 23
Lp Longueur inte´grale associe´e au champ np p. 80
lp Longueur caracte´ristique des variations du champ np p. 80
np Densite´ du nombre de particules p. 53
Np Nombre total de particules simule´es
q2f Energie du fluide p. 23
q2f @p Energie du fluide « vu » par les particules p. 31
q f p Covariance fluide-particule p. 30
q2p Energie moyenne des particules p. 30
q˜2p Energie corre´le´e moyenne des particules p. 50
qp,SGS Energie corre´le´e de sous-maille p. 121
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Ret Nombre de Reynolds turbulent p. 24
Reλ Nombre de Reynolds base´ sur la micro-e´chelle de Taylor p. 24
St Nombre de Stokes base´ sur le temps lagrangien de la turbulence p. 30
StK Nombre de Stokes base´ sur le temps de Kolmogorov p. 30
u f Champ de vitesse du fluide p. 22
u f @p Vitesse du fluide « vu » par les particules p. 30
up Champ de vitesse corre´le´e des particules p. 53
V(k) Vitesse de la particule k p. 28
X(k) Position du centre de masse de la particule k p. 28
Lettres grecques
αp Fraction volumique de particules p. 31
χp Rapport entre l’e´nergie corre´le´e compressible et l’e´nergie totale
corre´le´e
p. 98
δq2p Energie de´corre´le´e moyenne des particules p. 50
δMp,i jkl Tenseur des corre´lations quadruples du mouvement non corre´le´ p. 53
δQp,i jk Tenseur des corre´lations triples du mouvement non corre´le´ p. 53
δRp,i j Tenseur des corre´lations doubles du mouvement non corre´le´ p. 53
δθp Energie du mouvement non corre´le´ des particules (RUE) p. 54
δV(k) Vitesse de´corre´le´e de la particule k p. 49
ηK e´chelle de longueur de Kolmogorov p. 25
λ ff micro-e´chelle de Taylor longitudinale du fluide p. 24
λgf micro-e´chelle de Taylor transversale du fluide p. 24
φp Fraction massique de particules p. 31
Πp Terme de production de sous-maille de δθp p. 120
ρ f Masse volumique du fluide p. 22
ρp Masse volumique des particules
τtf Temps turbulent lagrangien p. 25
τtf @p Temps turbulent lagrangien le long des trajectoires des parti-
cules
p. 25
τuf Temps cine´matique de l’e´chelle de nombre d’onde k p. 96
τ<f Temps caracte´ristique des e´chelles de nombre d’onde > k p. 96
τK Temps de Kolmogorov p. 25
τp Temps de relaxation des particules p. 29
Les grandeurs qui commencent par ”δ” sont relatives au mouvement de´corre´le´ de la phase particulaire.
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Indices et exposants
f relatif a` la phase fluide
p relatif aux particules
Ope´rateurs
{.} Moyenne de quantite´s lagrangiennes p. 30
.¯ Filtre volumique p. 120
.ˆ Filtre volumique de Favre p. 120
〈.〉 Moyenne sur l’ensemble du domaine p. 23
〈.〉p Moyenne de Favre sur la phase particulaire p. 75
〈.〉pˆ Moyenne de Favre sur la phase particulaire filtre´e p. 124
Abre´viations
DNS Simulation nume´rique directe (direct numerical simulation)
LES Simulation aux grandes e´chelles (large eddy simulation)
PDF Fonction densite´ de probabilite´ (probability density function)
RUE Energie de´corre´le´e (random uncorrelated energy)
RUV Vitesse de´corre´le´e (random uncorrelated velocity)
THI Turbulence homoge`ne isotrope
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Chapitre 1
Ge´ne´ration d’une base de donne´es
DNS+DPS
Dans l’approche Euler-Lagrange pour les e´coulements diphasiques a` phase disperse´e, le champ fluide
turbulent est simule´ sur l’ensemble du domaine discre´tise´ sur un maillage, alors que les particules (positions,
vitesses) sont suivies individuellement. Les interactions entre les deux phases sont traite´s par des termes
d’e´changes. Ce type de simulations est classiquement utilise´ et a permis d’e´tudier des phe´nome`nes tels que
la dispersion turbulente de particules (Deutsch et Simonin (1991), Elghobashi et Truesdell (1992), Fe´vrier
(2000)), les collisions inter-particulaires (Berlemont et al. (1995), Lavie´ville (1997), Fede (2004)) ou avec
une paroi (Sakiz (1999), Konan et al. (2006)), la modification du champ fluide par la pre´sence de la phase
disperse´e (Squires et Eaton (1990), Elghobashi et Truesdell (1993), Boivin et al. (1998), Vermorel et al.
(2003)), l’e´vaporation/condensation et les transferts thermiques entre phases (Reveillon et Vervisch (1998),
Miller et Bellan (1999), Paoli et al. (2004)) ou bien la de´position de particules en canal (Uijttewaal et
Oliemans (1996), Wang et Squires (1996)).
Les approches pour les deux phases sont pre´sente´es successivement. A titre d’illustration, la mise en œuvre
des simulations diphasiques par DNS/DPS en e´coulement turbulent homoge`ne isotrope de´croissant constitue
la troisie`me partie de ce chapitre.
1.1 Turbulence du fluide
Dans un premier temps, les e´quations de Navier-Stokes de´crivant l’e´volution des quantite´s fluides sont
introduites, puis les e´chelles caracte´ristiques sont pre´sente´es. Le cas pratique d’une turbulence de grille est
enfin de´crit.
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1.1.1 Equations de Navier-Stokes
Le code de simulation nume´rique utilise´ re´soud les e´quations de Navier-Stokes compressibles d’un
gaz parfait. Les e´quations de transport de la masse volumique ρ f , de la quantite´ de mouvement ρ f u f et
de l’e´nergie totale ρ f etf d’un fluide compressible, en l’absence de couplage des particules vers le fluide,
s’e´crivent :
∂ρ f
∂t +
∂
∂x j
(ρ f u f , j) = 0 (1.1)
∂ρ f u f ,i
∂t +
∂
∂x j
(ρ f u f , ju f ,i) = −∂Pf∂xi +
∂σ f ,i j
∂x j
(1.2)
∂ρ f etf
∂t +
∂
∂x j
(ρ f u f , jetf ) = −
∂
∂x j
(u f , jPf )+
∂
∂x j
(u f ,iσ f ,i j)− ∂ζ f , j∂x j (1.3)
Pour un fluide newtonien, le tenseur des contraintes visqueuses σ f ,i j est proportionnel a` la partie de´viatrice
du tenseur de cisaillement S f ,i j :
σ f ,i j = ρ f ν f S∗f ,i j (1.4)
S f ,i j =
∂u f ,i
∂x j
+
∂u f , j
∂xi
(1.5)
S∗f ,i j = S f ,i j−
1
3S f ,mmδi j (1.6)
ou` ν f est la viscosite´ cine´matique. Le flux de chaleur ζ f , j est obtenu par la loi de Fourier, en fonction du
gradient de la tempe´rature θ f et de la conductivite´ thermique κ f :
ζ f , j =−κ f ∂θ f∂x j (1.7)
Pour fermer ce jeu d’e´quations, il est ne´cessaire de spe´cifier une e´quation d’e´tat. Dans le cas d’un gaz
parfait, la pression Pf , la masse volumique ρ f et la tempe´rature θ f sont lie´es par : Pf = ρ f Rθ f avec R la
constante des gaz parfaits. L’e´nergie massique totale du fluide est la somme des e´nergies cine´tique et interne
etf =
1
2u f ,iu f ,i + cV θ f , ou` cV est la capacite´ calorifique a` volume constant.
Les e´coulements e´tudie´s sont isothermes (κ f , ν f , cV , R sont constants). Pour un nombre de Mach infe´rieur
(rapport des vitesses de convection et du son caracte´ristiques) a` 0,3, l’e´coulement peut eˆtre conside´re´ comme
incompressible : ρ f est constant aussi. L’incompressibilite´ et l’isothermie de l’e´coulement permettent de
re´duire le nombre et la complexite´ des e´quations ne´cessaires, le syste`me (1.1)-(1.3) devient alors
∂u f , j
∂x j
= 0 (1.8)
∂u f ,i
∂t + u f , j
∂u f ,i
∂x j
= − 1ρ f
∂Pf
∂xi
+ ν f
∂
∂x j
(
∂u f ,i
∂x j
+
∂u f , j
∂xi
) (1.9)
1.1.2 Echelles caracte´ristiques de la turbulence
Chassaing (2000) propose la de´finition suivante de la turbulence : « l’e´coulement turbulent est un mode
naturel de mouvement de fluides visqueux ou` des me´canismes internes d’e´changes e´nerge´tiques assurent,
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au sein meˆme de l’e´coulement, la cre´ation et le maintien de toute une hie´rarchie de mouvements chaotiques
re´partis continuement sur une large gamme d’e´chelles macroscopiques. »
Les principales e´chelles caracte´ristiques de la turbulence du fluide pre´sente´es ici proviennent du Hinze
(1975).
La se´paration entre le mouvement moyen et le mouvement turbulent est effectue´ par le processus de moyenne
de Reynolds 〈.〉, c’est a` dire la moyenne des grandeurs locales, instantane´e sur l’ensemble des re´alisations
possibles d’une expe´rience identique macroscopiquement. Si l’e´coulement est stationnaire (homoge`ne), la
moyenne temporelle (spatiale) est e´quivalente a` la moyenne d’ensemble, respectivement. Ceci constitue
l’hypothe`se d’ergodicite´.
La vitesse u f (x, t) se de´compose en une vitesse moyenne U f (x, t) et une partie fluctuante u′f (x, t), telle que
〈u′f 〉= 0. L’e´nergie turbulente est de´finie comme,
q2f (x, t) =
1
2
〈u′f ,i(x, t)u′f ,i(x, t)〉 (1.10)
La vitesse caracte´risque de la turbulence est u′f =
√
2
3q
2
f . L’e´tude est limite´e au cas d’une turbulence ho-
moge`ne (invariance des grandeurs statistiques par translation). Par abus de notation, l’exposant « .′ » sera
oublie´ par la suite et u f de´signera la vitesse turbulente. Le tenseur de corre´lations spatiales eule´riennes des
vitesses du fluide en deux points (se´pare´s du vecteur r) est de´fini par :
R Ef ,i j(r, t) =
〈u f ,i(x, t)u f ,i(x+ r, t)〉
2q2f (t)
(1.11)
En configuration isotrope (invariance par rotation), ce tenseur peut eˆtre exprime´ en terme des fonctions
scalaires eule´riennes d’autocorre´lation longitudinale f (r, t) et transversale g(r, t) du fluide :
f (r, t) = 〈u f ,1(x, t)u f ,1(x + re1, t)〉
2q2f (t)
(1.12)
g(r, t) =
〈u f ,1(x, t)u f ,1(x + re2, t)〉
2q2f (t)
(1.13)
R Ef ,i j(r, t) = g(r, t)δi j +
f (r, t)−g(r, t)
r2
rir j (1.14)
ou` ei est une base orthonorme´e de l’espace et r = |r|. L’incompressibilite´ du fluide permet d’exprimer g(r, t)
en fonction de f (r, t) (Howarth et Karman (1938)) :
g(r, t) = f (r, t)+ r
2
d f
dr
∣∣∣∣
r,t
(1.15)
Les e´chelles de longueur inte´grales longitudinale L ff et transversale L
g
f du fluide sont de´finies par :
L ff (t) =
Z
∞
0
f (r, t)dr (1.16)
Lgf (t) =
Z
∞
0
g(r, t)dr (1.17)
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et repre´sentent la distance ne´cessaire entre deux points pour que les vitesses en ces deux points ne soient plus
corre´le´es. Ces longueurs caracte´risent les grandes e´chelles de la turbulence. Les meso-e´chelles de longueur
(ou e´chelles de Taylor) sont de´finies par :
λ ff (t) =
(
− 1
2
∂2 f
∂r2
∣∣
r=0,t
)− 12 (1.18)
λgf (t) =
(
− 1
2
∂2g
∂r2
∣∣∣∣
r=0,t
)− 12 (1.19)
La relation de Howarth et Karman (1938) en e´coulement incompressible isotrope permet de relier les
e´chelles longitudinales et transversales :
L ff
Lgf
= 2 (1.20)
λ ff
λgf
=
√
2 (1.21)
Toutes les relations pre´ce´dentes reposent sur une description cine´matique de l’e´coulement et l’utilisation
d’arguments principalement ge´ome´triques. L’e´quation d’e´volution de l’e´nergie turbulente moyenne est ob-
tenue en multipliant l’e´quation (1.9) par la vitesse flutuante et en la moyennant. En l’absence de gradients
moyens, elle s’e´crit
dq2f
dt =−ε f (1.22)
ou` le taux de dissipation de l’e´nergie turbulente ε f est :
ε f =
ν f
2
〈∂u f ,i∂x j +
∂u f , j
∂xi
〉2 (1.23)
Sans l’adjonction de terme spe´cifique de forc¸age dans l’e´q. (1.9), l’e´nergie cine´tique d’une turbulence ho-
moge`ne et isotrope (THI) de´croıˆt sous l’action de la dissipation visqueuse.Graˆce a` l’hypothe`se d’isotropie,
ε f peut eˆtre exprime´e en fonction des e´chelles de Taylor qui sont parfois qualifie´es d’e´chelles de dissipation,
car leur mesure permet de de´terminer le taux de dissipation.
λgf =
√
15ν f u′2f
ε f
(1.24)
La longueur inte´grale L ff peut aussi eˆtre relie´e aux grandeurs macroscopiques, mais seulement de manie`re
approche´e, par :
L ff ≈
(u′f )
3
ε f
(1.25)
A l’aide de ces diffe´rentes e´chelles de longueur, deux nombres de Reynolds, qui caracte´risent les effets
inertiels par rapport au effets visqueux, sont introduits :
Ret =
L ff u
′
f
ν f
(1.26)
Reλ =
λgf u′f
ν f
(1.27)
24
Ret est base´ sur l’e´chelle inte´grale, et Reλ sur la meso-e´chelle transversale de Taylor.
Sche´matiquement, l’e´coulement est constitue´ de tourbillons dont la plus grande taille L ff est fonction des
conditions de production de la turbulence. L ff et u′f de´terminent le taux de dissipation de l’e´nergie turbulente
ε f . Cette e´nergie est transfe´re´e vers les plus petites structures tourbillonnaires de l’e´coulement caracte´rise´es
par les e´chelles de Kolmogorov (1941) (Tennekes et Lumley (1972)). Le transfert d’e´nergie entre les e´chelles
de tailles diffe´rentes s’accompagne aussi d’une dissipation d’e´nergie. Si la se´paration entre les grandes et
les plus petites e´chelles est suffisante, le mouvement des petites e´chelles de´pend seulement du taux de
dissipation et de la viscosite´ cine´matique. Avec ces parame`tres, les e´chelles de longueur, temps et de vitesse
des plus petites e´chelles sont :
ηK =
(
ν3f
ε f
) 1
4
(1.28)
τK =
(
ν f
ε f
) 1
2
(1.29)
vK = (ν f ε f )
1
4 (1.30)
Le nombre de Reynolds base´ sur ces e´chelles vaut 1. Le rapport de longueur entre la plus grande e´chelle
(≈ L ff ) et la plus petite e´chelle vaut
L ff
ηK = Re
3
4
t . Cela indique que la se´paration entre les grandes e´chelles et la
plus petite e´chelle augmente avec le Reynolds. La principale diffe´rence entre deux e´coulements posse´dant la
meˆme longueur inte´grale mais des Reynolds diffe´rents est la taille des plus petits tourbillons. La condition
de se´paration d’e´chelles revient a` Re
3
4
t ≫ 1. La dissipation visqueuse intervenant a` petite e´chelle, il peut
exister une sous-zone inertielle, ou` le spectre d’e´nergie turbulente ne de´pend plus de ν f mais uniquement de
ε f (si Re
3
8
t ≫ 1, selon Hinze (1975)). L’e´nergie cine´tique d’un tourbillon de taille 1/k est alors ∝ kε
2
3
f k−
5
3
.
Le temps inte´gral eule´rien T Ef est de´fini a` l’aide des corre´lation eule´riennes de vitesse en un point, en
deux temps et peut eˆtre e´value´ par :
T Ef =
L ff
u′f
≈ q
2
f
ε f
(1.31)
et repre´sente le temps de passage d’une structure de taille L ff . Le temps de dissipation de l’e´nergie turbulente
est
Tε f =
q2f
ε f
(1.32)
Toutes les e´chelles pre´ce´dentes sont de´finies dans le formalisme eule´rien. On peut de fac¸on similaire intro-
duire les corre´lations de vitesses en fonction du temps le long des trajectoires des particules fluides. Une
particule fluide est un volume de fluide plus petit que l’e´chelle de Kolmogorov qui se de´place a` la vitesse du
fluide. Le temps lagrangien de la turbulence τtf repre´sente le temps ne´cessaire pour que la vitesse d’une par-
ticule fluide se de´corre`le (c’est aussi un temps inte´gral). Haworth et Pope (1986), en mode´lisant l’incre´ment
lagrangien de vitesse fluide par une e´quation de Langevin, et l’e´valuent selon :
τtf =
q2f
β1ε (1.33)
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FIG. 1.1 – Configuration expe´rimentale de turbulence de grille (tire´ de Chassaing (2000)).
ou` le coefficient β1 est proche de 2 en THI. En THI force´e, Haworth et Pope (1986) mode´lisent l’incre´ment
de vitesses d’une particule par une e´quation de Langevin e´quivalente a` un mode`le eule´rien de turbulence de
type Rotta (Pope (1994)), la conservation de l’e´nergie fluide impose alors la valeur β1 = 2,075.
1.1.3 Turbulence homoge`ne isotrope de´croissante de grille
Expe´rimentalement, la fac¸on la plus re´pandue pour ge´ne´rer une turbulence homoge`ne isotrope consiste a`
faire passer un fluide a` travers une grille (Fig. 1.1). La grille plane est, ge´ne´ralement, constitue´e de barreaux
identiques se´pare´s d’une distance M. La vitesse moyenne au centre de l’e´coulement est note´ U0.
Selon l’hypothe`se de Taylor, la situation expe´rimentale de turbulence de grille fournit une repre´sentation
spatiale des e´volutions temporelles de toute proprie´te´ statistique de la THI dans le repe`re en translation
a` la vitesse U0. Cette hypothe`se n’est valable qu’au centre de la veine fluide et revient a` supposer que la
turbulence n’est pas alte´re´e par son transport a` la vitesse moyenne U0. Cette hypothe`se est valable lorsque
les fluctuations de vitesses sont ne´gligeables devant la vitesse de convection (u′f ≪U0). Typiquement, l’in-
tensite´ d’une turbulence (u′f /U0) ge´ne´re´e par une grille est d’environ 3% a` 5%, ce qui justifie (en premie`re
approximation) l’utilisation de l’hypothe`se de Taylor dans cette configuration.
En l’absence de gradient de vitesse moyenne, l’e´volution de l’e´nergie cine´tique turbulente moyenne suit
l’e´q. (1.22) dans le repe`re en translation. q2f de´croıˆt avec la distance a` la grille (= U0t). La nature de la
turbulence de´pend de la distance a` la grille. Jusqu’a` une longueur x/M = 10 ou 40, l’e´coulement reste for-
tement marque´ par les inhomoge´ne´ı¨te´s de la traverse´e de la grille (zone d’e´tablissement). Au dela` (zone de
de´ge´ne´rescence), la turbulence peut eˆtre conside´re´e comme homoge`ne et isotrope (moins de 5% d’e´carts sur
l’agitation moyenne suivant les directions longitudinales et transversales et relation de Howarth et Karman
donne´e par l’e´q. 1.15 satisfaite). De plus, la PDF des vitesses est gaussienne, alors que la PDF des de´rive´s
spatiales de la fluctuation de vitesse pre´sente des e´cart a` la loi normale qui peuvent eˆtre quantifie´s par les
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facteurs de dissyme´trie Su˙ f et d’aplatissement Fu˙ f de cette PDF,
Su˙ f =
〈
(
∂u f ,1
∂x1
)3
〉
〈
(
∂u f ,1
∂x1
)2
〉 32
(1.34)
Fu˙ f =
〈
(
∂u f ,1
∂x1
)4
〉
〈
(
∂u f ,1
∂x1
)2
〉2
(1.35)
Les mesures expe´rimentales donnent Su˙ f ≈−0,4 ou −0,7 et Fu˙ f ≈ 3,3 a` 4 en turbulence de´veloppe´e.
En THI de´croissante, les seuls me´canismes pouvant faire e´voluer les proprie´te´s e´nerge´tiques de la turbulence
sont la dissipation par viscosite´ et le transfert d’e´nergie entre les diffe´rentes classes de tourbillons. Les
e´quations de´volutions de l’e´nergie turbulente q2f et du spectre d’e´nergie turbulente,
E f (k) =
1
2
ZZZ
uT Ff ,i (k)uT Ff ,i
∗
(k)δ(|k|− k)dk (1.36)
(ou` T F est l’ope´rateur transforme´ de Fourier, l’indice ∗ indique le complexe conjugue´, δ est le symbole de
Kronecker et est remplace´e par une fonction chapeau de largeur 1/(2∆x) dans la pratique) sont
∂E f (k, t)
∂t = Tf (k, t)−2ν f k
2E f (k, t) (1.37)
ou` Tf (k, t) est le terme de transfert d’e´nergie entre les diffe´rents nombres d’onde.
La zone de de´ge´ne´rescence de la turbulence est subdivise´e en trois re´gions (Fig. 1.1) : zones initiale, de tran-
sition et finale. Dans la phase initiale, la diminution de q2f est principalement de´termine´e par la de´croissance
des grandes e´chelles e´nerge´tiques (Hinze (1975)). The´oriquement, l’e´nergie turbulente doit e´voluer selon :
q2f ∝ t
−1 (1.38)
Les mesures expe´rimentales donnent une de´croissance de l’e´nergie le´ge`rement plus rapide dans cette zone
(par exemple Comte-Bellot et Corrsin (1966) : q2f ∝ t−1.25 cite´ par Chassaing (2000)). Dans la phase finale
de la turbulence de grille, les effets de transferts inertiels peuvent eˆtre ne´glige´s devant les effets visqueux
(Hinze (1975)) et
q2f ∝ t
− 52 (1.39)
Dans la zone de transition entre les phases initiale et finale, aucune des simplifications propose´es du phe´nome`ne
de turbulence ne sont applicables ce qui limite les possibilite´s de de´veloppements analytiques. De nom-
breux autres re´sultats existent sur la turbulence de grille, telles que les e´volutions des longueurs ou temps
caracte´riques. Ces points ne sont pas aborde´s, le but de ce paragraphe e´tant simplement de donner une ide´e
des re´sultats attendus dans les simulations de THI de´croissante pre´sente´s a` la section 1.3.
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1.2 Approche lagrangienne : simulation discre`te de particules (DPS)
Dans l’approche DPS, un ensemble de Np particules est avance´ dans le temps. Chaque particule k suit sa
trajectoire individuelle X(k)(t) avec sa propre vitesse V(k)(t). Position et vitesse sont donne´es par le syste`me
d’e´quations diffe´rentielles :
dX(k)
dt = V
(k)(t) (1.40)
mp
dV(k)
dt = F
(k)
p (1.41)
mp est la masse d’une particule. Dans cette e´tude, seul le cas de particules sphe´riques, mono-disperses est
conside´re´ : dans un e´coulement toutes les particules ont le meˆme diame`tre dp et la meˆme masse volumique
ρp. De fac¸on plus pre´cise, X(k)(t) est la position du centre de masse de la particule k.
1.2.1 Mode´lisation des forces agissant sur une particule isole´e
Les premiers travaux de´crivant les forces gouvernant le mouvement d’un particule isole´e datent du
19e`me sie`cle. Stokes (1851) e´tudie alors les efforts de traıˆne´e excerce´s par un fluide laminaire sur des
sphe`res. Par la suite de nombreux travaux ont permis d’e´tendre ces re´sultats a` la prise en compte de
forces non hydrodynamiques tel que la gravite´ (Boussinesq (1885); Basset (1888); Oseen (1927)) et aux
e´coulements instationnaires et turbulents (Tchen (1947)). Les e´quations pre´sente´es proviennent des travaux
de Maxey et Riley (1983) et de Gatignol (1983).
Les particules conside´re´es sont sphe´riques, inde´formables et caracte´rise´es par un diame`tre dp et une masse
volumique ρp constantes. En notant X(k)(t) et V(k)(t) la position et la vitesse de la k−particule, les e´quations
re´gissant le mouvement de la particule conside´re´e s’e´crivent :
dX(k)(t)
dt = V
(k)(t) (1.42)
ρp
pid3p
6
dV(k)(t)
dt = −
Z
Sp
(−Pf δi j + σ f ,i j)n f , jdS
= Fn.p.p,i + F
p.
p,i (1.43)
ou` l’ope´rateur d/dt de´signe la de´rive´e temporelle le long de la trajectoire de la particule, Sp est la surface de
la particule et n f est la normale sortante a` la surface Sp. La force qui s’exerce sur la particule est de´compose´e
en deux contributions distinctes : la force Fn.p.p qui s’appliquerait dans le cas d’une particule fluide et une
contribution Fp.p due a` la perturbation du champ de vitesse par la pre´sence de la particule solide.
Selon Maxey et Riley (1983), dans l’hypothe`se d’un diame`tre particulaire beaucoup plus petit que l’e´chelle
de Kolmogorov (dp ≤ ηK), Fn.p.p s’e´crit :
Fn.p.p =
pid3p
6 [(ρp−ρ f )g+ ρ f
D
Dt
u f @p] (1.44)
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ou` g est la gravite´, D/Dt est la de´rive´e en suivant un e´le´ment fluide non pertube´ par la pre´sence de la
particule et u f @p est le champ de vitesse du fluide localement non perturbe´ par la pre´sence de la particule.
On parle aussi de vitesse du fluide « vue » par la particule. Fn.p.p inclue la pousse´e d’Archime`de et les effets
de gradient de pression et de viscosite´. u f @p est la vitesse du fluide non perturbe´e par la pre´sence de la
particule et suit les e´quations de Navier-Stokes.
En faisant l’hypothe`se supple´mentaire d’un tre`s petit nombre de Reynolds particulaire Rep,
Rep =
dp|V(k)−u f @p|
ν f
≪ 1 (1.45)
la contribution Fp.p prend la forme suivante :
Fp.p =
pid3p
6
[18ρ f ν f
d2p
(u f @p−V(k))+ ρ f2
d
dt (u f @p−V
(k))+
9ρ f
dp
√
ν f
pi
Z t
−∞
d
dτ(u f @p−V
(k))
dτ√
t− τ
] (1.46)
Le premier terme du membre de droite repre´sente le terme de traıˆne´e et est lie´e aux effets de pression et
aux contraintes visqueuses. Le deuxie`me terme, la force de masse ajoute´e a pour origine les acce´le´rations
de la particule qui entraıˆnent une partie du fluide environnant. Le dernier terme est la force de Basset qui
fait intervenir l’histoire des acce´le´rations passe´es.
Gatignol (1983), inde´pendemment de Maxey et Riley (1983), e´tend les expressions de Fn.p.p et Fp.p pour
une particule d’un diame`tre du meˆme ordre de grandeur que les plus petites e´chelles de l’e´coulement non-
perturbe´ par la pr{esence de la particule ce qui permet de faire apparaıˆtre la force de Faxen lie´e a` l’in-
homoge´ne´ite´ du champ u f @p a` l’e´chelle de la particule. De plus, l’expression de la force de traıˆne´e a e´te´
e´tendue semi-empiriquement par Schiller et Nauman (1935) et Clift et al. (1978) pour des Reynolds parti-
culaires quelconques.
Dans cette e´tude, on se placera dans le cas ou` dp ≤ηK et Rep≪ 1. De plus, la masse volumique des particules
sera beaucoup plus grande que celle du fluide porteur (ρp ≫ ρ f ). Cela` permet de conserver seulement les
forces de traıˆne´e et de gravite´ dans les e´quations (1.44) et (1.46) (Kim et al. (1998)). Seuls des e´coulements
isotropes sont e´tudie´s, c’est pourquoi la gravite´ n’est pas prise en compte. Sous ses hypothe`ses, la force Fp
qui s’exerce sur les particules ayant une vitesse V(k) est :
Fp =−mp
τp
(V(k)−u f @p) avec τp =
ρpd2p
18ν f
(1.47)
τp est le temps de relaxation des particules et repre´sente le temps ne´cessaire a` une particule pour atteindre
sa vitesse terminale. Les e´quations Lagrangiennes qui re´gissent le mouvement d’une particule isole´e sont
alors :
dX(k)(t)
dt = V
(k)(t) (1.48)
dV, i(k)(t)
dt = −
1
τp
(V(k)−u f @p) (1.49)
Il peut eˆtre complexe d’e´valuer la vitesse non pertube´e u f @p si le couplage inverse (modification de la
vitesse du fluide par la phase disperse´e) est pris en compte (Vermorel et al. (2003)). Dans la pre´sente e´tude, ce
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phe´nome`ne n’est pas pris en compte si bien que la vitesse du fluide « vu » par les particules est parfaitement
de´finie et est calcule´e par interpolation du champ de vitesse fluide a` la position X(k) :
u f @p = u f (X(k), t) (1.50)
1.2.2 Physique des e´coulements gaz-particules en THI
Le nombre adimensionnel de Stokes caracte´rise la capacite´ des particules a` suivre les variations de
l’e´coulement fluide, il est de´finit comme le rapport du temps de relaxation des particules par rapport a` un
temps caracte´ristique de la turbulence. Classiquement, ce temps est, soit le temps lagrangien τtf , soit le temps
de Kolmogorov τK , les nombres de Stokes correspondants sont :
St =
τp
τtf
(1.51)
StK =
τp
τK
(1.52)
Si le nombre de Stokes est petit, les particules re´agissent rapidement aux variations du fluide. S’il est grand,
les particules ne sont pas sensibles a` la turbulence.
The´orie de Tchen-Hinze en re´gime stationnaire et modification de Deutsch-Simonin
En THI stationnaire, la relation d’e´quilibre de Tchen-Hinze (Tchen (1947), Hinze (1975)) permet, sous
certaines hypothe`ses, de relier l’e´nergie d’agitation des particules q2p,
q2p =
1
2
{V(k).V(k)} (1.53)
ou` {.} est la moyenne de quantite´s lagrangiennes sur l’ensemble du domaine,
{Φ(k)}= 1
Np
Np
∑
k=1
Φ(k) (1.54)
a` l’e´nergie turbulente du fluide q2f selon :
q f p = 2q2f
1
1+ St
(1.55)
2q2p = q f p (1.56)
ou` la covariance fluide-particule q f p est de´finie par :
q f p = {V(k).u f (X(k)p )} (1.57)
Les hypothe`ses permettant d’obtenir les relations (1.55)-(1.56) sont : celles permettant de conside´rer seule-
ment la traıˆne´e de Stokes comme force exte´rieure agissant sur les particules (dp < ηK , Rep ≪ 1), et une hy-
pothe`se supple´mentaire : « durant son mouvement, la particule est toujours environne´e des meˆmes e´le´ments
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fluides. » Cette hypothe`se de non glissement relatif est ve´rifie´e a` la condition d’une tre`s faible vitesse rela-
tive particule-fluide V(k)−u f (de l’ordre de ηK/τK d’apre`s Hinze (1975)).
Deutsch et Simonin (1991), Deutsch (1992) ne supposent plus que chaque particule suit le meˆme e´le´ment
fluide et introduisent l’e´nergie du fluide « vu » q2f @p et la fonction d’autocorre´lation lagrangienne du fluide
le long de la trajectoire de la particule,
q2f @p =
1
2
{u f @p,iu f @p,i} (1.58)
R Lf @p,i j(τ,Xp(t), t) = u f @p,i(Xp(t), t)u f @p,i(Xp(t + τ), t + τ) (1.59)
Le temps lagrangien de la turbulence le long de la trajectoire des particules τtf @p est de´fini par l’inte´grale de
R Lf ,i j(t). L’extension de la the´orie de Tchen-Hinze relie q2f @p a` l’e´nergie des particules selon :
q f p = 2q2f @p
τtf @p
τtf @p + τp
(1.60)
2q2p = q f p (1.61)
Cela conduit a` la de´finition d’un nouveau nombre de Stokes St ′ = τp/τtf @p. Asymptotiquement, τtf @p tend
vers le temps lagrangien du fluide τtf pour des particules le´ge`res (St → 0, cas limite du traceur) et vers
le temps eule´rien de la turbulence T Ef pour des particules lourdes (particule immobile dans la turbulence).
Toutefois l’e´volution de τtf @p en fonction du nombre de Stokes n’est pas monotone (Fe´vrier (2000)). Les
grandeurs q2f @p et τtf @p e´tant a priori inconnues, le mode`le de Tchen-Hinze (e´q. 1.55-1.56) peut fournir une
premie`re e´valuation de q2p.
Par ailleurs, la prise en compte de Reynolds particulaire est assure´e par l’introduction d’un temps de traıˆne´
moyen (Deutsch et Simonin (1991)).
Phe´nome`nes physiques lie´s au comportement collectif des particules
De nombreux phe´nome`nes physiques interviennent dans les e´coulements a` phase disperse´e. Les frac-
tions volumique et massique moyennes de particules 〈αp〉 et 〈φp〉 sont de´finies par :
〈αp〉=
Np 16 pid
3
p
∆x3 (1.62)
〈φp〉= 〈αp〉ρpρ f (1.63)
ou` Np est le nombre total de particules dans le domaine. Lorsque αp > 10−3, les collisions inter-particulaires
doivent eˆtre prises en compte. En e´coulement fluide anisotrope, le roˆle principal des collisions est la redistri-
bution des contraintes d’ou` une re´duction de l’anisotropie pour la phase particulaire. En THI, des collisions
e´lastiques (qui conservent l’e´nergie des particules) peuvent avoir un effet sur le temps lagrangien de la
turbulence du fluide « vue » τtf @p, d’ou` une modification de l’e´nergie moyenne des particules (Lavie´ville
(1997)).
Par l’interme´diaire de la force de traıˆne´e, les particules sont agite´es par le fluide. Le principe de conservation
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de l’e´nergie impose que les particules pre´le`vent ou transmettent le meˆme montant total d’e´nergie au fluide,
mais pas force´ment aux meˆmes e´chelles. Conside´rons l’e´nergie totale des particules par unite´ de volume,
〈αp〉ρpq2p (1.64)
ainsi que l’e´nergie totale du fluide par unite´ de volume,
(1−〈αp〉)ρ f q2f (1.65)
Pour un faible chargement volumique (〈αp〉 ≪ 1), le rapport entre les e´nergies des particules et du fluide
peut eˆtre e´value´ a` l’aide de l’e´quilibre de Tchen-Hinze et vaut :
〈φp〉 11+ St (1.66)
Si la fraction massique 〈φp〉 est faible, alors les particules n’ont pas suffisamment d’e´nergie pour influencer
la phase fluide, le couplage inverse devient ne´gligeable. Cette analyse suppose que les particules e´taient
agite´es par la turbulence. Dans le cas d’un tre`s grand nombre de Stokes, les particules ne sont plus agite´s et
se comportent comme des obstacles au milieu du fluide (Ferrante et Elghobashi (2003)).
Vu les faibles fractions volumiques conside´re´es (αp < 10−6), il est possible de ne´gliger les collisions inter-
particulaires. Le couplage inverse n’est lui aussi pas pris en compte.
1.3 Mise en œuvre des simulations DNS/DPS
1.3.1 Me´thodes nume´riques
Les simulations Euler-Lagrange ont e´te´ re´alise´es avec le code de simulation nume´rique NTMIX3D
diphasique de´veloppe´ par le Centre de Recherche en Combustion Turbulente dont fait parti l’IMFT, ainsi
que le Cerfacs, l’EM2C et l’Institut Franc¸ais du Pe´trole. Ce code re´soud directement les e´quations de Navier-
Stokes compressibles pour le fluide dans une formulation adimensionnelle qui fait apparaıˆtre le nombre de
Reynolds accoustique,
Reac =
cre f Lre f
νre f
(1.67)
base´ sur la vitesse du son cre f , une longueur et une viscosite´ de re´fe´rence.
La simulation nume´rique directe ne´ce´ssite des me´thodes nume´riques d’ordre e´leve´, avec un minimum de
viscosite´ nume´rique. La discre´tisation des e´quations continues suit la me´thode des diffe´rences finies sur
un maillage carte´sien. les de´rive´es spatiales sont obtenus par un sche´ma compact d’ordre 6 dit « quasi-
spectral » (Lele (1992)). L’inte´gration temporelle est effectue´e par un sche´ma explicite Runge-Kutta d’ordre
3. En ce qui concerne la partie Lagrangienne du code, la vitesse du fluide vue par chaque particule est
obtenue par interpolation par des polynoˆmes de Lagrange a` l’ordre 4, tandis que l’avancement en temps
est assure´ par un Runge-Kutta d’ordre 3 comme pour le fluide. Les e´quations sont re´solues sous forme
adimensionnelle. Le pas de temps est de´termine´ par trois crite`res classiques de stabilite´ : le nombre de
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Fourier pour la partie diffusive du fluide et deux nombres de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) pour la partie
convective, l’un associe´ au fluide et l’autre aux particules. NTMIX3D est totalement paralle`lise´ avec MPI
suivant une me´thode de de´composition de domaine.
Son noyau nume´rique a e´te´ valide´ par Boughanem et Trouve´ (1996) pour sa partie monophasique, et par
de nombreuses e´tudes en e´coulements diphasiques (Albrecht (2001), Vermorel et al. (2003), Paoli et al.
(2004)). Aucune modification du code de calcul NTMIX3D n’a e´te´ apporte´e dans cette e´tude. Seule la
partie post-traitement des re´sultats de simulations est adapte´e pour l’analyse des re´sultats particulaires en
terme de champs eule´riens me´soscopiques (Chap. 3).
1.3.2 Simulation nume´rique directe d’une THI de´croissante
Le champ initial suit le spectre d’e´nergie de Passot et Pouquet (1987). Ce spectre de´pend de deux
parame`tres : la vitesse rms u′f et le nombre d’onde le plus e´nerge´tique ke :
E f (k) =
16u′2f
ke
√
2
pi
[ k
ke
]4
exp
[
−2
( k
ke
)2]
(1.68)
La distribution de l’e´nergie est inde´pendante du nombre de Reynolds et l’essentiel de l’e´nergie est concentre´
autour de ke, les petites e´chelles sont pratiquement inexistantes. Ce type de spectre initial est satisfaisant pour
des simulations a` faible nombre de Reynolds (Ret < 100, Boughanem et Trouve´ (1996)). Pour des Ret plus
importants, le spectre de Von Karman (voir Hinze (1975)) permet une initialisation « plus physique » en
distribuant une partie de l’e´nergie a` des e´chelles plus petites.
Un temps d’adaptation des champs ainsi initialise´s par un spectre synthe´tique est ne´cessaire, car la tur-
bulence ge´ne´re´e ne ve´rifie pas l’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement, ni l’e´quilibre du
spectre d’e´nergie (au sens de Kolmogorov). Le de´lai est d’environ un temps turbulent (Boughanem et Trouve´
(1996)). Le temps turbulent caracte´ristique est le temps de retournement des grandes e´chelles (L ff /u′f ).
Les e´quations de Navier-Stokes sont re´solues par des me´thodes nume´riques ade´quates. Cette simulation
directe implique des contraintes en terme de maillage et de pas de temps. Toutes les e´chelles ge´ne´re´es
doivent eˆtre re´solues, le nombre de grandes e´chelles pre´sentes dans le domaine doit eˆtre suffisant pour que
l’e´coulement n’ait pas de direction privile´gie´e (isotropie), ce qui impose
ηK ≥ C2∆x (1.69)
Lgf ≤
LD
C1
(1.70)
ou` C1 ≈ 8 et C2 ≈ 1/2 pour le code de calcul utilise´ (Boughanem et Trouve´ (1996)). Le rapport de ces deux
crite`res donne la limite supe´rieure du nombre de Reynolds turbulent, qu’il est possible de re´soudre par la
simulation directe sur un maillage re´gulier comportant (NX)3 nœuds :
Ret ≤
(
NX
C1C2
) 4
3
(1.71)
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e´tape machine nombre de processeurs temps total (en heures)
calcul fluide IBM SP4 1 < 10
calcul diphasique IBM SP4 64 1100
cre´ation des champs eule´riens IBM SP4 64 90
tests des mode`les PC intel 1,8 GHz 1 1,5
TAB. 1.1 – Couˆts nume´riques des diffe´rentes e´tapes d’un cas de calcul (maillage 643, 8. 107 particules, 10
instants sauvegarde´s).
Ainsi limite´es par la puissance de stockage et de calcul des ordinateurs actuels, la simulation nume´rique
directe ne peut traiter que des e´coulements a` faible nombre de Reynolds. Pour un maillage 643, le Reynolds
turbulent maximum est de 40,3 a` titre d’information.
1.3.3 Me´thodologie et couˆt nume´rique des calculs diphasiques
Le domaine de calcul est cubique de coˆte´ LD = 2pi, le maillage carte´sien, re´gulier est constitue´ de
643 nœuds. Les conditions aux limites sont pe´riodiques. L’e´coulement est turbulent, homoge`ne, isotrope
et de´croissant.
Un premier calcul monophasique est effectue´. Lorsque la turbulence est e´tablie, les particules sont intro-
duites dans le syste`me. La simulation diphasique Euler-Lagrange est effectue´e sur plusieurs processeurs en
paralle`le. Les champs fluide et particules sont sauvegarde´s tous les demi-temps de retournement des grandes
e´chelles (temps calcule´ a` l’injection des particules). Le post-traitement a lieu en deux temps : obtention des
champs eule´riens a` partir des re´sultats lagrangiens de particules puis tests a priori des diffe´rents mode`les
eule´riens. Le tableau 1.1 regroupe les diffe´rents temps et couˆts de calcul typiques des diffe´rentes e´tapes
d’une simulation avec 80 millions de particules. La taille des fichiers de re´sultats lagrangiens est a` peu pre`s
de 10 Go par instant de simulation sauvegarde´. Ces fichiers ont donc e´te´ efface´s apre`s le postraitement de
chaque cas de simulation. Les champs eule´riens particulaires pe`sent quant a` eux 10 Mo et ont e´te´ conserve´s.
Les calculs ont e´te´s effectue´s sur la machine scalaire de l’IDRIS, le centre de calcul du CNRS.
1.3.4 Description et validation des cas simule´s
Champs turbulents
Les simulations nume´riques directes ont e´te´ re´alise´s en suivant la me´thodologie du paragraphe 1.3.2
pour deux e´coulement turbulents diffe´rents (Tab. 1.2). Le cas A correspond a` un tre`s petit nombre de Rey-
nolds, alors que le nombre de Reynolds du cas B est maximum pour une DNS compte tenu de la re´solution
du maillage (643 nœuds). Lorsque la turbulence est pleinement de´veloppe´e (apre`s environ un temps de re-
tournement des grandes e´chelles), les particules sont injecte´es dans la turbulence a` un temps t ′ = 4,233 pour
le cas A et t ′ = 5,889 pour le cas B en variables adimensionne´es. Ces instants sont note´s t0, par la suite les
e´volutions temporelles seront exprime´es en fonction de t = t ′− t0.
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quantite´ cas A cas B
Nombre de Reynolds accoustique Reac 200 608
Vitesse RMS initiale u′f 0,1 0,1
Longueur d’onde du spectre de Passot-Pouquet Le 2,2 2
TAB. 1.2 – Parame`tre nume´rique, NX = 64, LD = 2pi
quantite´ e´quation cas A cas B
Ret (1.26) 13,6 40,2
q2f (1.10) 0,00937 0,0107
ε f (1.23) 0,0108 7,51.10−4
u′f =
√
2
3q
2
f 0,0790 0,0845
L ff (1.16) ou (1.25) 0,861 ou 0,458 0,781 ou 0,804
Lgf (1.17) 0.455 0,364
λ ff (1.18) 0,97 0,74
λgf (1.19) 0,70 0,55
ηK (1.28) 0,104 0,0493
T Ef = L
f
f /u
′
f 10,8 9,51
τK (1.29) 2,15 1,48
τtf (1.33) 4,19 6,88
TAB. 1.3 – Caracte´ristiques de la turbulence a` l’instant de l’introduction des particules (variables adimen-
sionnelles)
Les caracte´ristiques de la turbulence a` l’injection des particules sont reporte´es dans le tableau 1.3. Les
longueurs inte´grales et les e´chelles de Taylor ont e´te´ mesure´es a` partir des fonction d’autocorre´lations
eule´riennes longitudinale et transversale du fluide f et g. L’e´valuation de l’e´chelle inte´grale L ff a` partir
de q2f et ε f donne un re´sultat similaire pour le cas B. Par contre pour le cas A, le mode`le sous-estime la
longueur inte´grale de quasiment 50%. Cet e´cart est duˆ au tre´s faible nombre de Reynolds de l’e´coulement A
(Ret = 13,6, base´ sur la longueur inte´grale mesure´ avec les fonctions d’autocorre´lation, e´q. 1.16). On peut
remarquer que les e´chelles de Taylor sont peu diffe´rentes des e´chelles inte´grales, cela est caracte´ristique des
e´coulements a` faible nombre de Reynolds ou` meˆme les plus grandes e´chelles contribuent de manie`re non
ne´gligeable a` la dissipation totale de l’e´nergie. Ces e´chelles de Taylor ne seront pas re´utilise´es par la suite.
Les spectres d’e´nergie cine´tique turbulente a` cet instant sont pre´sente´s sur la Fig. 1.2. Dans les deux cas, le
plus grand nombre d’onde simule´ est supe´rieur a` l’inverse de l’e´chelle de longueur de Kolmogorov. L’essen-
tiel de l’e´nergie turbulente est contenu dans les plus grandes e´chelles et le niveau du spectre diminue tre`s vite
aux grands nombres d’onde. Le nombre de Reynolds des e´coulements simule´s e´tant faible, il n’existe pas de
se´paration entre les e´chelles e´nerge´tiques et les e´chelles ou` la dissipation visqueuse a lieu. C’est pourquoi le
spectre d’e´nergie turbulente ne pre´sente pas de zone inertielle (E f (k) ∝ k− 53 ).
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FIG. 1.2 – Spectre de l’e´nergie cine´tique du fluide a` l’instant t = 0. Ligne continue : cas A ; ligne pointille´e :
cas B.
La comparaison des fonctions d’autocorre´lation transversale g(r) mesure´es ou e´value´es avec la relation de
Howarth et Karman permet d’e´valuer l’isotropie de la turbulence simule´e (Fig. 1.3). Dans le cas B, la re-
lation de Howarth et Karman pre´dit bien la fonction g(r). Alors que dans le cas A, les deux courbes sont
superpose´es seulement pour r < 0,2LD.
La fonction densite´ de probabilite´ des vitesses fluides suit une distribution gaussienne (Fig. 1.4) a` l’instant
d’injection des particules t = 0. Les facteurs de dissyme´trie et d’applatissement sont en accord avec les me-
sures expe´rimentales : Su˙ f est de -0,55 et -0,54 et Fu˙ f vaut 4,1 et 3,6 dans les cas A et B a` t = 0.
L’e´volution temporelle des longueurs inte´grales et de Kolmogorov est indique´ sur la Fig. 1.5a. Les deux
crite`res de re´solution spatiale de la turbulence (e´q. 1.69 et 1.70) sont satisfaits a` chaque instant de simu-
lation. L’e´chelle inte´grale diminue avec le temps, alors que l’e´chelle de Kolmogorov suit une e´volution
contraire, d’ou` une de´croissance uniforme du nombre de Reynolds turbulent Ret (Fig. 1.5b). En fin de si-
mulation, les Reynolds conside´re´s sont tre`s faibles (4,78 et 11,9 dans les cas A et B). Pour des crite`res de
temps de calcul lie´ a` la re´solution de la phase particulaire (un nombre minimum de particules par cellule de
calcul est ne´cessaire pour mesurer les champs eule´riens me´soscopiques), il n’a pas e´te´ possible de simuler
des turbulences plus fortes qui auraient ne´cessite´es l’utilisation d’un maillage plus fin.
L’e´nergie turbulente diminue logiquement avec le temps (Fig. 1.6a). A la fin des simulations, elle repre´sente
16,7% et 20,3% de l’e´nergie turbulente a` l’instant d’injection des particules dans les cas A et B, respective-
ment. La de´croissante temporelle de q2f est compatible avec une loi en t−
5
2 caracte´ristique d’une THI a` faible
nombre de Reynolds turbulent ou` les effets de transport inertiel inter-e´chelle d’e´nergie sont faibles (voir pa-
ragraphe 1.1.3). L’objectif de ce travail est l’analyse de champs eule´riens particulaires. Cette analyse utilise
les sche´mas nume´riques du code NTMIX3D pour mesurer les diffe´rents termes des e´quations de trans-
ports me´soscopiques. L’un des seuls moyens de s’assurer de la validite´ de ses mesures est de ve´rifier que les
diffe´rents termes ferment les e´quations de transport, c’est a` dire que la somme des termes de gauche est e´gale
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FIG. 1.3 – Comparaison des fonctions d’autocorre´lation transversale g(r) mesure´es (cercles) et obtenues par
la relation de Howarth et Karman (e´q. 1.15) avec la fonction d’autocorre´lation longitudinale mesure´e f (r)
(lignes) a` l’instant d’injection des particules t = 0.
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FIG. 1.4 – PDF des vitesses du fluide (u f ,1 : ligne continue ; u f ,2 ligne pointille´e ; u f ,2 ligne tirete´e) norma-
lise´es par la variance. Gaussienne de meˆme e´cart-type a` l’instant d’injection des particules t = 0.
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FIG. 1.5 – (a) Evolution des longueurs turbulentes caracte´ristiques : e´chelle inte´grale longitudinale (e´q. 1.25)
divise´e par LD/C1 (©) et e´chelle de Kolmogorov (e´q. 1.28) divise´e par C2∆x (). Ligne continue : cas A ;
ligne pointille´e : cas B. C1 = 8 ; C2 = 1/2. (b) Evolution du Reynolds turbulent (Ret = (L ff /ηK)
4
3 ). L ff est
calcule´e par l’e´quation (1.25) et ηK par l’e´quation (1.28). Ligne continue : cas A ; ligne pointille´e : cas B.
a` la somme des termes de droite. Afin d’e´valuer la « justesse » des me´thodes nume´riques employe´es, les
deux termes du bilan de l’e´nergie turbulente moyenne q2f en THI (e´q. 1.22) sont pre´sente´s sur la figure 1.6b.
En THI non force´e, l’e´nergie turbulente du fluide diminue continuement sous l’effet de la viscosite´. Pour
les deux e´coulements, l’e´quation bilan de q2f est correctement ferme´e avec des erreurs relatives moyennes
de 2% et 1%. La fermeture du bilan moyen de l’e´nergie turbulente est un e´le´ment (parmi d’autres, voir
Boughanem et Trouve´ (1996) pour la validation comple`te de la partie fluide du code NTMIX3D) permettant
aussi de valider la re´solution des e´quations de Navier-Stokes.
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FIG. 1.6 – (a) Evolution temporelle de l’e´nergie turbulente q2f (cercles). Comparaison avec les lois
d’e´volution en puissance du temps t : (a+bt)−1 (ligne continue) et (a+bt)− 52 (ligne tirete´e). Les coefficients
a et b sont obtenues par re´gression. (b) Bilan d’e´nergie cine´tique turbulente (e´q. 1.22). Ligne continue : dq
2f
dt ;
ligne pointille´e : −ε f .
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Cas initialisation τp St = τpτtf StK =
τp
τK
Np
A1 V = u f 0,367 0,042 0,17 107
A2 V = u f 4,67 1,1 2,2 107
A2’ V = u f 4,67 1,1 2,2 8.107
B1 V = u f 1,46 0,21 1 8.107
B2 V = u f 3,22 0,47 2,2 8.107
B3 V = u f 7,58 1,1 5,1 8.107
B3b V = 0 7,58 1,1 5,1 107
B∞ V = u f ∞ ∞ ∞ 107
TAB. 1.4 – Caracte´ristiques de la phase particulaire a` l’injection des particules
Caracte´ristiques de la phase particulaire
Les simulations diphasiques ont e´te´ re´alise´es pour les deux champs turbulents (note´s A et B) avec
diffe´rents types de particules caracte´rise´es par leur nombre de Stokes (A1, A2, B1, . . . , B∞, voir Tab. 1.4).
Les diffe´rents St ont e´te´ obtenus en variant la masse volumique particulaire ρp (changement du temps de
relaxation τp). Un re´gime de concentration pre´fe´rentielle est attendu dans tous les cas de simulations.
Les cas a` faible nombre de Reynolds (A1 et A2) ont servi a` la validation des simulations a` deux fluides par
comparaison avec les re´sultats obtenus par simulation lagrangienne (Kaufmann et al. (2006b)). L’effet du
nombre de particules simule´es sur les re´sultats sera e´value´ par comparaison des cas A2 et A2’. Les cas B2 et
B3 sont e´quivalents au cas A2 selon que StK ou St est conserve´ pour le Reynolds plus important. Les temps
de dissipation τtf et de Kolmogorov augmentent avec le temps (Fig. 1.7). Toutefois, les e´chelles turbulentes
de temps n’e´voluant pas dans les meˆmes proportions pour les deux turbulences, l’effet du nombre de Rey-
nolds sur l’e´coulement particulaire pour un Stokes initial donne´ sera difficilement quantifiable. Le Stokes
des diffe´rents cas simule´s diminuent avec le temps (Fig. 1.8). A la fin des simulations des cas A et B (apre`s
5 et 3,5 temps turbulent des macro-e´chelles initiaux τtf (t = 0)), les nombres de Stokes base´s sur l’e´chelle de
Kolmogorov StK , respectivement St sont 0,29 et 0,37, respectivement 0,49 et 0,7 fois le nombre de Stokes
initial.
Deux types d’initialisation sont teste´s pour les cas a` Ret = 40,2. Les particules sont initialise´es avec la vi-
tesse du fluide a` leur position (cas B3) ou au repos (cas B3b). Quelque soit l’initialisation, le champ initial
de vitesse particulaire est continu. Le cas B∞ est le cas limite de particules e´voluant dans le vide sans aucune
interaction exte´rieure ou entre elles. Dans tous ces cas de simulations, le Reynolds particulaire est infe´rieur
a` 0,05 (Tab. 1.5), ce qui justifie l’utilisation d’un mode`le de traıˆne´e de Stokes.
Le nombre de particules simule´es est choisi suffisament grand pour obtenir une convergence statistique des
champs eule´riens obtenus a` partir des re´sultats de simulations lagrangiennes (voir Chap. 3).
En l’absence de collisions interparticulaires ine´lastiques, l’e´quation bilan de l’e´nergie d’agitation des par-
ticuless q2p s’obtient en multipliant l’e´quation de mouvement d’une particule (e´q.1.41) par la vitesse de
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FIG. 1.7 – e´volution des temps turbulents caracte´ristiques : temps Lagrangien τtf (e´q. 1.33) (©) et e´chelle
de temps de Kolmogorov (e´q. 1.29) (). Ligne continue : cas A ; ligne pointille´e : cas B.
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FIG. 1.8 – Evolution temporelle des nombres de Stokes pendant la simulation. StK/StK(t = 0) : ligne conti-
nue ; St/St(t = 0) : ligne pontille´e.
Cas A1 A2 B1 B2 B3 B3b B∞
Rep 7,6 10−4 5,0 10−2 < 2 10−2 1,7 10−2 2,5 10−2 4,1 10−2 4,6 10−2
TAB. 1.5 – Valeurs maximales du nombre de Reynolds particulaire Rep (e´q. 1.45) moyen (sur l’ensemble
des particules) atteintes durant les diffe´rentes simulations.
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FIG. 1.9 – (a) e´volution temporelle des grandeurs macroscopiques : ligne continue : e´nergie des particules
q2p ; cercles : e´nergie turbulente q2f ; cercles en pointille´s : e´nergie du fluide vu par les particules q2f @p ;
triangles : covariance fluide-particule q f p. (b) Pre´diction du mode`le de Tchen-Hinze modifie´ (e´q. 1.61 et
1.61), ou` q2f @p et τtf @p sont approxime´s par q2f et τtf (e´q. 1.33). Cas B2.
la particule et en la moyennant sur l’ensemble de la phase particulaire. L’e´nergie cine´tique moyenne des
particules e´volue suivant :
dq2p
dt =−
1
τp
(2q2p−q f p) (1.72)
L’e´volution des e´nergies turbulentes et particulaires et de la covariance fluide-particule est pre´sente´e pour le
cas de simulation B2 (Fig 1.9a). A l’initialisation, la vitesse de chaque particule est e´gale a` la vitesse du fluide
a` la position de la particule (q2p = q2f @p = 2q f p). De plus les particules sont re´parties de manie`re ale´atoire
dans le domaine de calcul, l’e´nergie du fluide vue par les particules q2f @p est bien e´gal a` l’e´nergie turbulente
moyenne q2f . Malgre´ les effets de concentration pre´fe´rentielle, la valeur de q2f @p reste proche de q2f durant
l’ensemble de la simulation (-9% maximum). Ceci est en accord avec les re´sultats en THI forc¸e´e de Fe´vrier
(2000), ou` l’e´cart entre q2f @p et q2f e´tait au maximum de +/− 7% selon le nombre de Stokes des particules.
L’e´nergie turbulente du fluide de´croıˆt, ce qui entraıˆne la de´croissance de la covariance et de l’e´nergie des
particules q2p. Dans un e´quilibre de type Tchen-Hinze de la phase particulaire avec la turbulence, q f p = 2q2p,
ce qui est bien le cas des calculs initialise´s avec V(k)(0) = u f (X(k)(0),0), mais l’e´nergie cine´tique des
particules a` l’e´quilibre vaut 11+St q
2
f @p selon le mode`le de Tchen-Hinze modifie´. Dans tous les cas simule´s,
les particules sont initialement hors e´quilibre. Les pre´dictions du mode`le d’e´quilibre dans le cas B2 sont
pre´sente´es sur la Fig. 1.9b. Les valeurs de q2p et q f p pre´dites suivent la meˆme e´volution temporelle que les
valeurs mesure´es : elles diminuent. Dans le cas B2, q2p ≈ q2f durant toute la simulation, alors que le mode`le
a` l’e´quilibre pre´dit q2p = 0,75q2f en fin de simulation. La phase particulaire reste donc hors e´quilibre de
Tchen-Hinze durant toute la simulation. Ce comportement est suˆrement duˆ a` la de´croissance de la turbulence
simule´e : les particules dont le temps de relaxation τp (= 0,47τtf , a` t = 0, cas B2) est comparable au temps
42
0 1 2 3 4
t/τf
t(t=0)
−0.8
−0.6
−0.4
−0.2
0
te
rm
s/
(q f
2 (t=
0))
*τ f
t (t=
0)
FIG. 1.10 – Bilan d’e´nergie d’e´nergie totale particulaire (e´q. 1.72). Ligne continue : dq
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dt ; ligne pointille´e :
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de de´croissance de la turbulence Tε f (≈ 2τtf ), n’ont pas le temps ne´cessaire pour s’adapter a` la turbulence.
Dans le cas de particules beaucoup plus le´ge`res, (τp ≪ τtf , c’est a` dire St ≪ 1), on peut s’attendre a` une
meilleure performance du mode`le d’e´quilibre dans une THI de´croissante. L’analyse de ces champs eule´riens
reposera entre autre sur les calculs des diffe´rents termes intervenant dans les e´quations bilans eule´riennes
particulaires. Il est donc important de ve´rifier la fermeture des bilans sur les quantite´s lagrangiennes. Le
bilan d’e´nergie particulaire moyenne q2p (e´q. 1.72) est pre´sente´ sur la figure 1.10b. Les deux termes de
cette e´quation ne faisant pas intervenir de de´rive´e spatiale, il est plus facile de fermer ce bilan que celui de
l’e´nergie turbulente q2f . L’erreur relative moyenne est tre`s faible (≈ 1%). On conside´rera par la suite que les
simulations DNS+DPS sont valide´es.
1.4 Conclusion du chapitre
L’approche Euler-Lagrange pour la simulation d’e´coulements turbulents diphasiques a` phase disperse´e
est un outil adapte´e pour la simulation de petites particules (dp/ηK < 1) en interaction avec un champ tur-
bulent. La seule force agissant sur les particules est la traıˆne´e (ρp/ρ f ≫ 1) prise sous la forme d’une traıˆne´e
de Stokes (Rep ≪ 1). Les phe´nome`nes physiques de transfert de quantite´ de mouvement des particules vers
le fluide et de collisions inter-particulaires ne sont pas pris en compte dans l’e´tude. L’e´coulement fluide est
caracte´rise´ par un nombre de Reynolds, et l’entraıˆnement des particules par la turbulence par un nombre de
Stokes.
Des simulations en turbulence homoge`ne isotrope de´croissante sont effectue´es pour deux nombres de Rey-
nolds diffe´rents (cas A : Ret = 13,6 et cas B : Ret = 40,2) et plusieurs nombres de Stokes (cas A avec
StK = 0,17 et 2,2 et cas B avec StK = 1, 2,2 et 5,1 initialement) pour ge´ne´rer une banque de donne´es
de re´sultats lagrangiens. Des cas annexes ont aussi re´alise´s pour tester l’influence du nombre de particules
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simule´es (A2’), la condition initiale de vitesse particulaire (B3b) et l’influence de la force traıˆne´e (B∞).
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Chapitre 2
Approche eule´rienne me´soscopique de la
phase particulaire
le formalisme eule´rien Plusieurs types d’approches eule´riennes particulaires pouvant eˆtre couple´s avec
une me´thode DNS/LES pour le traitement du fluide sont possibles. Les e´quations eule´riennes peuvent eˆtre
obtenues par filtrage volumique d’une re´alisation de l’e´coulement diphasique. Ces approches sont efficaces
pour des particules le´ge`res (StK < 1) qui suivent l’e´coulement du fluide (paragraphe 2.1). Des particules
plus lourdes pre´sentent un mouvement en partie de´corre´le´. Pour prendre en compte ce phe´nome`ne, Fe´vrier
(2000) introduit le formalisme eule´rien me´soscopique (paragraphe 2.2). Les e´quations eule´riennes qui en
de´coulent, sont ensuite filtre´es (paragraphe 5.1). Enfin, des mode´lisations des termes de sous-mailles sont
propose´s (paragraphe 6.2).
2.1 Approches base´es sur un filtrage spatial
2.1.1 Principe du filtrage spatial
La grandeur filtre´e ¯φ est obtenue par convolution de la variable φ avec un filtre spatial G∆F sur l’ensemble
du domaine de calcul :
¯φ =
Z
G∆F (x−x′)φ(x′)dx′ (2.1)
ou` la longueur caracte´ristique du filtre est ∆F . Le processus de filtrage est line´aire et commute avec les
de´rivations spatiale et temporelle :
φ+ Aψ = ¯φ+ Aψ¯ (2.2)
∂φ
∂t =
∂ ¯φ
∂t (2.3)
∂φ
∂xi
=
∂ ¯φ
∂xi
(2.4)
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Afin d’assurer la proprie´te´ ¯A = A ou` A est une variable ne de´pendant pas de la position x, le noyau du
filtre G∆F doit satisfaire
R
G∆F (x)dx = 1. La moyenne d’une grandeur est ainsi conserve´e par le filtrage. La
variation de φ a` une e´chelle infe´rieur a` ∆F est φ′ = φ− ¯φ. Si la plus petite e´chelle de variation de φ (l’e´chelle
de Kolmogorov ηK si φ = u f ) est beaucoup plus grande que ∆F , alors φ′ est nulle. Plus pre´cise´ment, dans
le cas ge´ne´ral (hors filtre chapeau dans l’espace spectral), G∆F n’est pas local dans l’espace spectral. En
conse´quence, ΦT F(k) 6= ¯ΦT F(k) pour |k| ≥ 2pi∆F , si bien que ΦT F(k) 6= 0 pour |k|> 2pi∆F . Il n’existe alors pas
de se´paration entre les grandes e´chelles et les e´chelles de sous-maille.
et l’on parle alors de se´paration totale des e´chelles de variations. Dans le cas contraire, le filtrage des
termes non-line´aires des e´quations feront apparaıˆtre des termes de sous-maille.
2.1.2 Mode`le a` deux fluides
Cette approche a e´te´ initialement de´veloppe´e pour traiter des e´coulements liquides charge´s en bulles
microscopiques par Druzhinin et Elghobashi (1998). Les e´quations de la phase disperse´e du mode`le a` deux
fluides sont obtenues en filtrant les e´quations du mouvement d’une inclusion (bulle ou particule) isole´e sur
une e´chelle de longueur ∆F = l. Cette longueur l doit eˆtre supe´rieure au diame`tre des particules dp pour que
la moyenne ait un sens, et infe´rieure a` la plus petite e´chelle de longueur caracte´ristique du champ de vitesse
particulaire afin que la vitesse particulaire dans le volume de filtrage soit unique. Druzhinin et Elghobashi
(1999) e´valuent cette longueur l comme e´tant de l’ordre de la plus petite e´chelle de l’e´coulement fluide ηK .
Les e´quations de conservation de la densite´ du nombre de particules np et de la vitesse instantane´e de la
phase particulaire up sont :
∂np
∂t +
∂
∂x j
npup, j = 0 (2.5)
∂up,i
∂t + up, j
∂
∂x j
up,i = − 1
τp
(up,i−u f ,i) (2.6)
ou` u f est la vitesse du fluide obtenue par les e´quations de Navier-Stokes (avec un terme supple´mentaire duˆ
a` la traine´e en cas de prise en compte du couplage inverse). L’hypothe`se fondamentale ne´cessaire dans la
de´rivation de l’e´q. (2.6) est l’unicite´ du champ de vitesse des particules up a` l’e´chelle de longueur l.
2.1.3 Hypothe`se d’e´quilibre pour StK ≪ 1
Une solution analytique de l’e´quation (2.6) peut eˆtre obtenue pour des particules ayant un temps de
relaxation tre`s infe´rieur au temps de Kolmogorov (StK ≪ 1), le champ de vitesse de la phase particulaire en
fonction de grandeurs du fluide telles que le champ de vitesse et ses de´rive´es spatiales et temporelle (Maxey
(1987)) :
up,i = u f ,i− τp Du f ,iDt + O(St
2
K) (2.7)
ou` D/Dt repre´sente la de´rive´e le long des trajectoires des particules fluide D/Dt = ∂/∂t + u f , j∂/∂x j. La
densite´ du nombre de particules est calcule´e avec l’e´quation (2.5). Sans couplage inverse, u f est donne´e
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par les e´quations de Navier-Stokes. Cette approche a e´te´ valide´ en THI et en e´coulement de canal pour des
petits temps de relaxation des particules (Rani et Balachandar (2003)). Lorsque le temps de traıˆne´e aug-
mente, l’erreur augmente (Rani et Balachandar (2004)). L’e´quation (2.7) est e´tendue a` l’ordre supe´rieur en
StK par Druzhinin (1995). Ferry et Balachandar (2001) inclue des forces supple´mentaires telles que les effets
de masse ajoute´e, les forces de portance et d’histoire. Les simulations nume´riques ou les de´veloppements
the´oriques utilisant l’hypothe´se d’e´quilibre ont permis de pre´dire la se´gre´gation pre´fe´rentielle des parti-
cules en THI avec ou sans gravite´ (Maxey (1987)) et d’e´tudier les effets du couplage inverse sur le fluide
(Druzhinin et Elghobashi (1999)).
2.1.4 Approches aux grandes e´chelles
L’hypothe´se d’e´quilibre a re´cemment e´te´ adapte´e dans un formalisme aux grandes e´chelles pour les
e´coulements gaz-particules (Shotorban et Balachandar (2006)). L’e´chelle caracte´ristique du filtre LES est
supe´rieure a` l’e´chelle de Kolmogorov ηK et infe´rieure a` la taille des grandes e´chelles de la turbulence
(ηK < ∆F < Lgf ). Le champ de vitesses des particules a` grande e´chelle u¯p est obtenu par filtrage volumique
des e´q. (2.5) et (2.7) :
u¯p,i = u¯ f ,i− τp(
¯Du¯ f ,i
¯Dt
+
∂
∂x j
Tf ,i j) (2.8)
∂n¯p
∂t +
∂
∂x j
(n¯pu¯p, j) =− ∂∂x j q j (2.9)
ou` q j est le flux de sous-maille de particules, ¯D/ ¯Dt = ∂/∂t + u¯ f , j∂/∂x j, u¯ f est le champ de vitesse fluide a`
grande e´chelle et Tf ,i j le tenseur de sous-maille du fluide :
Tf ,i j = u f ,iu f , j− u¯ f ,iu¯ f , j (2.10)
Cette approche base´e sur l’hypothe`se d’e´quilibre ne peut eˆtre valable que pour des nombres de Stokes tre`s
petits devant l’unite´.
Une approche de type LES a` deux fluides diffe´rente et sans limitation sur le nombre de Stokes est propose´e
par Pandya et Mashayek (2002). Une re´alisation de la phase particulaire constitue´e de Np particules est
de´crite dans l’espace des phases (position x, vitesse cp) par la densite´ W Npp (x,cp, t),
W Npp (x,cp, t) = ∑
k=1,Np
δ(x−X(k)(t))δ(cp−V(k)(t)) (2.11)
Cette fonction suit une e´quation cine´tique (Reeks (1992)). Cette e´quation d’e´volution est filtre´e spatialement.
Le terme de sous-maille de l’e´quation cine´tique filtre´e est mode´lise´ par analogie avec l’approche de type
RANS propose´e par Reeks (1992) en e´coulement gaz-particule et base´e sur la me´thode d’interaction directe
de l’histoire lagrangienne (LHDI). Le mode`le de sous-maille propose´ de´pend des corre´lations temporelles
eule´riennes de vitesses du fluide et ne´cessite la re´solution de neuf e´quations diffe´rentielles du deuxie`me ordre
en temps et non line´aires en espace additionnelles. Les e´quations sur les grandeurs eule´riennes particulaires
sont obtenues en prennant les moments de l’e´quation d’e´volution de W Npp . A ce jour et a` la connaissance de
l’auteur, aucun re´sultat obtenu par cette approche n’a e´te´ publie´.
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FIG. 2.1 – Influence de l’inertie des particules sur la fonction d’autocorre´lation spatiale longitudinale
eule´rienne (R Ep,ii(ri), e´q. 2.12) en THI stationnaire (tire´ de Fe´vrier (2000))
2.2 Formalisme Eule´rien Me´soscopique
2.2.1 Mouvement corre´le´ et de´corre´le´ des particules
Fe´vrier (2000) e´tudie les corre´lations eule´riennes en deux points d’un nuage de particules traite´ par une
approche lagrangienne en turbulence homoge`ne, isotrope et stationnaire.
R Ep,i j(r, t) =
{Vi(x, t)Vj(x+ r, t)}
2q2p
(2.12)
Cette corre´lation eule´rienne des vitesses lagrangiennes varient pour les diffe´rents nombres de Stokes conside´re´s
(Fig. 2.1). Pour des petits nombres de Stokes, cette corre´lation est proche d’une forme exponentielle (simi-
laire aux corre´lations eule´riennes longitudinales du fluide). Pour des particules plus lourdes,
lim
ri→0
R Ep,ii(ri) < 1 (2.13)
Des particules tre`s proches posse`dent des vitesses tre`s diffe´rentes : le champ de vitesse des particules n’est
pas continu. Cet effet augmente avec l’inertie (le nombre de Stokes) des particules. Toutefois, en dehors de
cette singularite´ initiale, la corre´lation des vitesses en deux points est continue, ce qui sugge`re l’existence
d’un mouvement d’ensemble des particules.
Physiquement, les particules ne re´pondent pas imme´diatement aux variations du champ fluide, mais avec
un temps de retard de l’ordre de τp. Ainsi, des particules provenant de diffe´rentes re´gions de l’e´coulement
(par exemple e´jecte´es de tourbillons distincts) peuvent se retrouver tre`s proches et pourtant posse´der des
vitesses tre`s diffe´rentes. Pour prendre en compte ce phe´nome`ne, Fe´vrier et al. (2005) introduit le Formalisme
Eule´rien Me´soscopique qui suppose que la vitesse lagrangienne de chaque particule se compose d’une partie
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FIG. 2.2 – De´composition du mouvement des particules en parties corre´le´e et de´corre´le´e.
1/St ′
FIG. 2.3 – Evolution des fractions e´nergies corre´le´e et de´corre´le´e des particules avec l’inertie des particules
pour plusieurs nombres de Reynolds turbulents en THI stationnaire (tire´ de Fe´vrier (2000))
spatialement corre´le´e up et d’une partie de´corre´le´e propre a` chaque particule δV(k) (Fig. 2.2) :
V(k)(t) = up(X(k)(t), t)+ δV(k) (2.14)
δV(k) est la vitesse de´corre´le´e (en anglais : Random Uncorrelated Velocity ou RUV (Kaufmann et al.
(2006b)) 1. Ces quantite´s sont obtenues par une moyenne sur l’ensemble des re´alisations de la phase parti-
1Cette composante de la vitesse particulaire a pre´ce´demment e´te´ appele´e vitesse quasi-brownienne (Fe´vrier (2000); Kaufmann
et al. (2002)) et Random Uncorrelated Motion (Fe´vrier et al. (2005)). L’expression mouvement brownien fait re´fe´rence a` un mou-
vement ale´atoire, irre´gulier et sporadique. La vitesse non corre´le´e d’une particule donne´e n’e´tant pas irre´gulie`re (en l’absence de
collisions inter-particulaire), la de´nomination « vitesse quasi-brownienne » a e´te´ abandonne´e.
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FIG. 2.4 – Evolution des e´nergies totale, corre´le´e et de´corre´le´e des particules avec l’inertie des particules
pour plusieurs nombres de Reynolds turbulents en THI stationnaire. Ligne continu : mode`le de Tchen-Hinze
modifie´ sur q2p (e´q. 1.61). Lignes pointille´e : mode`le de Fe´vrier sur l’e´nergie corre´le´e et de´corre´le´e (e´q. 2.19-
2.20) (tire´ de Fe´vrier (2000)).
culaire conditionne´e par une re´alisation donne´e H f du champ turbulent fluide (note´e 〈.|H f 〉) :
〈V(k)|H f 〉 = up(X(k)(t), t) (2.15)
〈δV(k)|H f 〉 = 0 (2.16)
Fe´vrier (2000) introduit ainsi le Formalisme Eule´rien Me´soscopique pour prendre en compte de manie`re
explicite cette de´composition de la vitesse particulaire. Les hypothe`ses de base de ce formalisme sont :
1. Le champ eule´rien de vitesse corre´le´ up(x, t) est continu.
2. Les vitesses δV de deux particules diffe´rentes ne sont pas corre´le´es.
3. La vitesse δV(k) d’une particule n’est pas corre´le´e spatialement au champ instantane´ de vitesses du
fluide, 〈u f δV(k)|H f 〉= u f 〈δV(k)|H f 〉= 0.
4. La vitesse δV(k) d’une particule n’est pas corre´le´e spatialement au champ instantane´ de vitesses
corre´le´ up(x, t), 〈upδV(k)|H f 〉= up〈δV(k)|H f 〉= 0.
Les moyennes de l’e´nergie corre´le´e q˜2p et de´corre´le´e δq2p sont de´finies a` l’aide des vitesses lagrangiennes
correspondantes :
q˜2p =
1
2
{up(X(k)).up(X(k))} (2.17)
δq2p =
1
2
{δV(k).δV(k)} (2.18)
Fe´vrier (2000) les e´value a` l’aide des corre´lations eule´riennes de vitesses lagrangiennes.Pour de faible
nombre de Stokes (jusqu’au cas limite du traceur passif), l’e´nergie est principalement sous forme corre´le´e
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(Fig. 2.3). Lorsque l’inertie des particules augmente, l’e´nergie des particules devient plus de´corre´le´e. Des
comportements similaires sont observe´s pour des e´coulements turbulents gaz-particules en canal aussi bien
par des re´sultats de simulations nume´riques (Vance et al. (2006)) que par des mesures expe´rimentales (Kha-
litov et Longmire (2003)).
En THI stationnaire, Fe´vrier (2000) propose, en utilisant l’extension de la the´orie de Tchen-Hinze (para-
graphe 1.2.2), le mode`le semi-empirique suivant :
q˜2p = q
2
f @p
(
τtf p
τtf @p + τp
) 3
2
(2.19)
δq2p = q2f @p
[
τtf @p
τtf @p + τp
−
(
τtf @p
τtf @p + τp
) 3
2
]
(2.20)
ou` τtf @p est le temps lagrangien de la turbulence du fluide le long de la trajectoire des particules.
2.2.2 Equation de transport de la fonction densite´ de probabilite´
Fe´vrier et al. (2005) propose d’utiliser une moyenne d’ensemble sur les re´alisations de la phase particu-
laire conditionne´e par une re´alisation H f du champ fluide turbulent. Une telle proce´dure conduit a` de´finir la
fonction densite´ de probabilite´ (PDF) de la phase disperse´ pour une re´alisation du fluide fp(cp,x, t,H f ) :
fp(cp,x, t,H f ) = lim
Np→∞
(
1
Np
∑
Np
W Npp (x,cp, t)
)
(2.21)
ou` Np est le nombre de re´alisations diffe´rentes de la phase particulaire pour la re´alisation fluide H f . Des
re´alisations particulaires diffe´rentes sont simplement obtenues en modifiant le´ge`ment les conditions initiales
position-vitesse tout en conservant les meˆmes grandeurs statistiques. Le nombre probable de particules qui
a` l’instant t ont un centre de masse compris dans le volume [xi,xi + dxi] avec une vitesse comprise dans
[cp,i,cp,i + dcp,i] est fp(cp,x, t,H f )dcp,idxi. L’e´volution de cette pdf suit l’e´quation de type Boltzmann :
∂
∂t fp︸︷︷︸
I
+
∂
∂x j
cp, j fp︸ ︷︷ ︸
II
+
∂
∂cp, j
Fp, j
mp
fp︸ ︷︷ ︸
III
=
( ∂
∂t fp
)
coll︸ ︷︷ ︸
IV
(2.22)
L’e´volution de la densite´ de particules dans un volume e´le´mentaire de l’espace des phases (x,cp) (terme I)
est due a` la convection (terme II), a` l’influence des forces exte´rieures Fp (terme III) et aux collisions (terme
IV ). Pour fermer l’e´quation (2.22), un mode`le de force et de collision est ne´cessaire.
Sous les hypothe`ses du paragraphe 1.2.1, la seule force Fp qui s’exerce sur les particules ayant une vitesse
cp est :
Fp =−mp
τp
(cp−u f @p) avec τp =
ρpd2p
18µ f
(2.23)
τp est le temps de relaxation des particules donne´ par Stokes (1851) (e´q. 1.47).
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2.2.3 Mode´lisation du terme de collisions inter-particulaires
Par analogie avec la the´orie cine´tique des gaz (Bird (1976)), en conside´rant que les collisions sont
binaires et instantane´es (collision de sphe`re dures), l’ope´rateur de collision peut s’e´crire en fonction de la
PDF en deux points fpp(cp,c′p,x,x′, t). Dans le cas de collisions e´lastiques, cet ope´rateur est (Lavie´ville
(1997)) :(∂ fp
∂t
)
coll
=
Z
(g.k>0)
(gk)[ fpp(c∗p,c′∗p ,x,x+ dpk, t)− fpp(cp,c′p,x,x+ dpk, t)]dkdc′p (2.24)
avec k le parame`tre d’impact, c’est a` dire le vecteur unitaire entre les centres des deux particules et g la
vitesse relative g = cp− c′p. L’inte´gration porte sur l’ensemble des particules qui se rapprochent (g.k > 0).
c∗p et c′∗p sont les vitesses post-collisionnelles.
Un mode`le pour les vitesses particulaires post-collisionnelles est ne´cessaire. Walton (1988) propose un
mode`le a` trois coefficients caracte´ristiques des particules : les coefficients de restitution normale, de restitu-
tion tangentiel, et de friction.
La PDF en deux points fpp peut eˆtre ferme´e par une hypothe`se de chaos mole´culaire isue de la the´orie
des gaz rare´fie´s. Cette fermeture suppose que les particules qui entrent en collision ont une vitesse fluc-
tuante (par rapport a` la moyenne (cp + c′p)/2) de´corre´le´e. Cette hypothe`se est en accord avec le Formalisme
Eule´rien Me´soscopique (Fe´vrier (2000)) : les centres des particules entrant en collision sont distantes de dp,
les particules partagent donc la meˆme vitesse corre´le´, leurs vitesses totales diffe`rent de la vitesse de´corre´le´e
ale´atoire.
En supposant que la forme de la pdf des vitesses de´corre´le´e est donne´ par un de´veloppement de Grad (1939)
autour d’une maxwellienne (Simonin et al. (2002)), le temps de collision τKp vaut alors :
τKp =
[
4npd2p
√
2
3piδθp
]−1
(2.25)
Si la fraction volumique de particule (∝ npd3p) est petite, l’effet des collisions est negligeable. La prise en
compte de collision inter-particulaire dans le formalisme eule´rien me´soscopique ne pre´sente a priori pas
de difficulte´s majeures. La fraction volumique est, toutefois, choisie suffisament petite pour pouvoir les
ne´gliger. (∂ fp
∂t
)
coll
= 0 (2.26)
La raison pratique de ce choix est la non-prise en compte des collisions par le code de calcul utilise´.
2.2.4 Equation ferme´e
L’e´quation (2.22) est maintenant ferme´e et devient :
∂
∂t fp +
∂
∂x j
cp, j fp = ∂∂cp, j
[cp, j−u f @p, j
τp
fp
]
(2.27)
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Cette e´quation peut eˆtre re´solue par une approche lagrangienne (voir Chap 1 en configuration homoge`ne et
isotrope. Une me´thode alternative est la re´solution des e´quations eule´riennes des diffe´rents moments de la
PDF fp (Kaufmann et al. (2006b)).
2.3 Equations eule´riennes me´soscopiques
2.3.1 De´rivation des e´quations
Les diffe´rentes grandeurs me´soscopiques telles que la densite´ de particules np, la vitesse corre´le´e up, et
les corre´lations de vitesses de´corre´le´es aux ordres 2, 3 et 4 (respectivement δRp,i j, δSp,i jk et δQp,i jk) sont
obtenus en multipliant la pdf fp par une fonction choisie des vitesses possibles des particules Ψ(cp) et en
inte´grant sur l’ensemble des vitesses cp.
np =
Z
fp(cp,x, t)dcp,m (2.28)
npup,i =
Z
cp,i fp(cp,x, t)dcp,m (2.29)
npδRp,i j =
Z
(cp,i−up,i)(cp, j−up, j) fp(cp,x, t)dcp,m (2.30)
npδQp,i jk =
Z
(cp,i−up,i)(cp, j−up, j)(cp,k−up,k) fp(cp,x, t)dcp,m (2.31)
npδMp,i jkl =
Z
(cp,i−up,i)(cp, j−up, j)(cp,k−up,k)(cp,l −up,l) fp(cp,x, t)dcp,m (2.32)
Les e´quations de transport sont obtenues par inte´gration de l’e´quation (2.27) en supposant que Ψ(cp) fp
est fini et tend vers ze´ro lorsque une des composantes de cp tend vers l’infini.
∂
∂t np +
∂
∂xm
npup,m = 0 (2.33)
∂
∂t npup,i +
∂
∂xm
npup,mup,i = −np
τp
(up,i−u f @p,i)− ∂∂xm npδRp,im (2.34)
∂
∂t npδRp,i j +
∂
∂xm
npup,mδRp,i j = −npδRp,m j ∂up,i∂xm −npδRp,im
∂up, j
∂xm
−2np
τp
δRp,i j− ∂∂xm npδQp,i jm (2.35)
∂
∂t npδQp,i jk +
∂
∂xm
npup,mδQp,i jk = −npδQp,m jk ∂up,i∂xm −npδQp,imk
∂up, j
∂xm
−npδQp,i jm ∂up,k∂xm
+δRp, jk
∂
∂xm
npδRp,im + δRp,ik
∂
∂xm
npδRp, jm + δRp,i j
∂
∂xm
npδRp,km
−3np
τp
δQp,i jk− ∂∂xm npδMp,i jkm (2.36)
Les e´quations a` l’ordre n feront intervenir des corre´lations a` l’ordre supe´rieur n + 1 qui devront eˆtre
mode´lise´es. Il convient donc de se limiter a` un certain ordre. Cette approche reposant sur une moyenne
d’ensemble est similaire a` la mode´lisation de type RANS a` deux fluides (Simonin (1996)).
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2.3.2 Fermetures
Simonin et al. (2002) et Kaufmann et al. (2006b) proposent diffe´rents types de fermeture des e´quations
eule´riennes me´soscopiques. Elles sont pre´sente´es dans la suite, du plus couˆteux au plus rapide en terme de
temps de calcul.
Mode`le au second ordre
Les 6 e´quations de transports des corre´lations doubles δRp,i j sont re´solues. Les corre´lations du troisie`me
ordre doivent eˆtre mode´lise´es. Un mode`le analytique est obtenu en supposant les corre´lations triples a`
l’e´quilibre, et en ne´gligeant l’effet des termes de de´formation :
3np
τp
δQp,i jk = δRp, jk ∂∂xm npδRp,im + δRp,ik
∂
∂xm
npδRp, jm + δRp,i j
∂
∂xm
npδRp,km
− ∂∂xm npδMp,i jkm (2.37)
Le flux « turbulent » est e´value´ en supposant que le moment d’ordre 4 se re´duit a` sa valeur gaussienne
(Sakiz (1999)) :
δQp,i jkm = δRp,i jδRp,km + δRp,ikδRp, jm + δRp,imδRp, jk (2.38)
Le mode`le obtenu est similaire a` la forme obtenue par Hanjalic et Launder (1972). Le terme de corre´lation
triple de l’e´quation (2.35) est mode´lise´ par :
∂
∂xk
npδQp,i jk = τp3
∂
∂xk
[np(δRp,km
∂
∂xm
δRp,i j + δRp, jm
∂
∂xm
δRp,ik + δRp,im
∂
∂xm
δRp, jk)] (2.39)
La mode´lisation des termes triples est ainsi justifie´e sur la base de l’e´quation d’e´volution des corre´lations
triples. Toutefois, ce mode`le faisant intervenir 27 termes, il peut eˆtre simplifie´ pour des raisons pratiques.
Mode`le de viscosite´ + e´quation δθp
On introduit l’e´nergie du mouvement non corre´le´e comme la moitie´ de la trace du tenseur δRp,i j :
δθp =
1
2
δRp,mm (2.40)
L’e´quation de transport de la quantite´ de mouvement devient :
∂
∂t npup,i +
∂
∂xm
npup,mup,i = −np
τp
(up,i−u f @p,i)− ∂∂xm
2
3npδθp−
∂
∂xm
npδR∗p,im (2.41)
ou` δR∗p,i j est la partie de´viatrice du tenseur δRp,i j. Ce terme est mode´lise´ par une hypothe`se d’e´quilibre des
contraintes doubles :
δR∗p,i j =−
τp
2
[δRp,im
∂up, j
∂xm
+ δRp, jm
∂up,i
∂xm
− 2
3
δRp,km
∂up,k
∂xm
δi j] (2.42)
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En supposant que δRp,i j est quasi-sphe´rique, on obtient un mode`le de viscosite´ pour δR∗p,i j :
δR∗p,i j =−νRUV [
∂up,i
∂x j
+
∂up, j
∂xi
− 2
3
∂up,k
∂xk
δi j] (2.43)
Avec une viscosite´ des vitesses non corre´le´es e´gale a` :
νRUV =
τp
3
δθp (2.44)
L’e´nergie des vitesses non corre´le´e est de´termine´e par une e´quation de transport (sommation sur les indices
i et j) :
∂
∂t npδθp +
∂
∂x j
npup, jδθp = −np[23δθpδi j + δR
∗
p,i j]
∂up,i
∂x j
−2np
τp
δθp− ∂∂x j npδQ
′
p, j (2.45)
ou` δQ′p, j est la moitie´ du tenseur des corre´lations triples de vitesses de´corre´le´es contracte´ : δQ′p, j = 12 δQp,ii j.
Le flux d’agitation par le mouvement de´corre´le´e est mode´lise´ par une diffusion similaire a` la loi de Fick
pour la tempe´rature (Simonin (1996)) :
δQ′p, j =−κRUV
∂
∂x j
δθp (2.46)
Le coefficient de diffusion κRUV peut eˆtre calcule´ par analogie avec l’approche RANS a` deux fluides :
κRUV =
5
3
npτpδθp (2.47)
Mode`le de pression isentropique
En e´coulement monophasique compressible, une compression conduit a` une augmentation de la tempe´rature.
Ce comportement peut eˆtre adapte´ a` la phase particulaire, ou` une compression isentropique va faire augmen-
ter l’e´nergie de´corre´le´e dans les re´gions de concentration pre´fe´rentielle. En partant d’une e´quation simplifie´e
de δθp et en utilisant la conservation du nombre de particules, Kaufmann (2004) propose le mode`le suivant
pour δθp :
δθp = An
2
3
p (2.48)
ou` le coefficient A peut eˆtre de´termine´ en THI par le mode`le semi-empirique de Fe´vrier et al. (2005). Le
mode`le de pression isentropique permet de se dispenser de re´soudre une e´quation de transport pour l’e´nergie
de´corre´le´e.
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Chapitre 3
Passage des quantite´s Lagrangiennes a` des
quantite´s Eule´riennes me´soscopiques
3.1 Consistence avec le formalisme me´soscopique
La mode´lisation eule´rienne pre´sente´e dans le chapitre 2 a e´te´ obtenue par une moyenne d’ensemble sur
toutes les re´alisations de la phase particulaire possible pour une re´alisation du champ turbulent fluide. Dans
la pre´sente e´tude, les influences inter-particulaires (directement par les collisions ou par l’interme´diaire
d’une modification du champ fluide par la pre´sence des particules) sont ne´glige´es. Dans ces conditions,
simuler une re´alisation comportant un grand nombre de particules est e´quivalent a` simuler un grand nombre
de re´alisations a` une seule particule :
W Npp (x,cp, t) = ∑
Np
W 1p (x,cp, t) (3.1)
En conse´quence, une moyenne « locale » (c’est a` dire en chaque point) des grandeurs lagrangiennes d’un
grand nombre de particules est e´quivalent a` la moyenne conditionne´e par une re´alisation du fluide. Malheu-
reusement, nume´riquement la moyenne locale doit avoir une certaine e´paisseur. Les grandeurs me´soscopiques
seront donc obtenues par une me´thode de projection base´e sur un filtrage volumique des grandeurs lagran-
giennes.
3.2 Mesure de grandeurs me´soscopiques
Les re´sultats de simulations lagrangiennes ne donnent acce`s qu’a` une approximation de la pdf particu-
laire fp sous la forme d’une somme de dirac :
fp(cp,x, t)≈
Np
∑
k=1
δ(X(k)−x)δ(V(k)− cp) (3.2)
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Volume de controle Fonction poids Longueur caracteristique
Projection Vc w(X(k)−Q) 2σ
Boıˆte (∆P)3 1 ∆P
Boıˆte large (2∆P)3 1 2∆P
Volumique (∆P)3 Π3i=1(2−2 |X
(k)
i −Q(k)i |
∆P/2 )
∆P√
2
Volumique large (2∆P)3 123 Π
3
i=1(1− |X
(k)
i −Q(k)i |
∆P )
√
2∆P
Gaussien (2∆P)3 (2∆P)
3
er f (√6)3 (
6
pi∆2P
)
3
2 exp(− 6|X(k)−Q|2∆2P ) (1−
2
√
6e−6√
pier f (√6))∆P ≈ ∆P
TAB. 3.1 – De´finition des projections en 3D. ∆P est la taille caracte´ristique du maillage de projection
Les grandeurs me´soscopiques tels que la densite´ du nombre de particules np, la vitesse corre´le´e up et
l’e´nergie de´corre´le´e sont de´finies par les moments de la pdf particulaire fp pour une re´alisation du champ
fluide donne´e. Le nombre Np de particules e´tant limite´, la pdf fp mesure´e n’est pas significative en chaque
point. Les e´quations pre´ce´dentes doit eˆtre moyenne´e spatialement (filtre´e) pour obtenir des champs eule´riens.
Les grandeurs Lagrangiennes (position, vitesses) d’un grand nombre de particules obtenus par DPS sont pro-
jete´s sur un maillage re´gulier (de taille de cellule ∆P). Un volume de controˆle Vc est de´fini autour de chaque
nœud du maillage (de position Q). Vc doit eˆtre plus petit que l’e´chelle spatiale de variation des grandeurs
me´soscopique, mais aussi suffisament grand pour avoir assez de particules pour effectuer la moyenne. Les
champs me´soscopiques tel que la densite´ de particules np, la vitesse corre´le´e up sont mesure´s par :
n˜p(Q, t) = 1Vc ∑k w(X
(k)−Q) (3.3)
n˜p(Q, t)u˜p,i(Q, t) = 1Vc ∑k w(X
(k)−Q)V (k)i (3.4)
ou` w(X(k)−Q) est une fonction poids. Le tableau 3.1 pre´sente les de´finitions de plusieurs proce´dures de pro-
jection. Pour obtenir les grandeurs me´sosocopiques, les quantite´s lagrangiennes dans le volume de controˆle
Vc autour de Q peuvent eˆtre simplement somme´es (projections boıˆte et boıˆte large) ou bien ponde´re´es en
fonction de la position de la particule relativement au nœud (projections volumique, volumique large et
gaussienne). Pour assurer la conservation globale (c’est a` dire pour un nombre infini de particules) des
moyennes des grandeurs par projection, l’inte´grale des noyaux de projection vaut 1. Les projections boıˆte,
boıˆte large et volumique large conservent en plus la moyenne quelque soit le nombre ou la re´partition des
particules (conservation locale). Les formes des projecteurs boıˆte, volumique et gaussien en une dimension
sont pre´sente´es sur la figure 3.1. Les projecteurs pre´sente´s sont pre´cis a` l’ordre 2 en espace (Schmidt (in
press)) et il est possible de de´finir des projecteurs d’ordre plus e´leve´, toutefois ces projecteurs d’ordre e´leve´
n’ont pas e´te´ e´tudie´ pour 2 raisons. Premie`rement, la fonction poid w(X−Q) doit changer de signe, ce qui
peut conduire a` des densite´s ne´gatives de particules. Secondement, ces projecteurs sont plus sensibles aux
erreurs statistiques. Dans cette e´tude axe´e sur les e´coulements homoge`nes isotropes, il semble logique de
ne s’inte´resser qu’a` des projecteurs homoge`nes et isotropes. Toutefois a` cause de la re´partition inhomoge`ne
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FIG. 3.1 – Fonctions poids des differentes projections en 1D.
des particules, il aurait pu eˆtre efficace d’utiliser des projections plus complexes.
3.3 Validation et choix de la me´thode de projection
Dans un premier temps, l’erreur spatiale associe´e a` chaque projecteur est analytiquement de´termine´e.
Ensuite, les diffe´rentes projections du tableau 3.1 sont teste´es sur un cas synthe´tique en une dimension1.
Cette e´tude est comple´te´e par des validations au niveau des spectres d’e´nergie corre´le´s sur un cas re´el.
3.3.1 Evaluation the´orique des erreurs spatiales lie´es a` la projection
Conside´rons une fonction continue g (de R dans R) de valeur connue a` l’emplacement X (k) des Np
particules. La grandeur projete´e g˜N au point Q du maillage est :
g˜N(Q) = 1Vc
Np
∑
k=1
w(X (k)−Q)g(X (k)) (3.5)
De plus, g varie en espace et donc aucune valeur g(X (k)) ne correspond exactement a` g(Q). Une erreur
spatiale a lieu a` cause de la distance entre chaque particule et le point du maillage Q et de la variation
spatiale de g.
Dans les calculs re´els, le nombre fini de particules induit une erreur statistique. Pour s’affranchir de cette
erreur et isoler l’erreur spatiale, on conside`re le cas d’un nombre infini de particules et on re´e´crit l’e´quation
(3.5) comme une inte´grale sur le volume autour du nœud Q (Schmidt (in press)) :
g˜(Q) = 1
Vc
Z
w(X−Q)g(X)dX (3.6)
1D’autres projections ont aussi e´te´ teste´s et ont e´te´ e´carte´es : une projection de type boıˆte dans l’espace spectrale conduisait a`
des densite´s de particules ne´gatives. Une projection adapte´e du filtre elliptique de Germano (1986) avec reconstruction du champ
non filtre´ n’e´tait pas assez robuste pour les cas a` trop faible densite´ de particules.
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En conside´rant que la fonction g est continue et que toutes ses de´rive´es le sont aussi (fonction C∞), g(X)
peut eˆtre estime´ par une se´rie de Taylor :
g(X) = g(Q)+
∞
∑
n=1
1
n!
∂ng
∂xni
∣∣∣∣
Q
(X −Q)n (3.7)
En introduisant cette expression dans l’e´quation (3.6), on obtient :
g˜(Q) = g(Q) 1
Vc
Z
w(X −Q)dX +
∞
∑
n=1
1
n!
∂ng
∂xni
∣∣∣∣
Q
1
Vc
Z
w(X −Q)(X−Q)ndX (3.8)
La conservation de la grandeur moyenne par projection implique que :
1
Vc
Z
w(X −Q)dX = 1 (3.9)
Les fonctions poids conside´re´es e´tant syme´triques,
g˜(Q) = g(Q)+ 1
2
∂2g
∂x2
∣∣∣∣
Q
1
Vc
1
Vc
Z
w(X −Q)(X−Q)2dX +
∞
∑
n=4
1
n!
∂ng
∂xn
∣∣∣∣
Q
1
Vc
Z
w(X−Q)(X−Q)ndX (3.10)
L’erreur spatiale associe´e aux projecteurs du tableau 3.1 est, en premie`re approximation, R w(X −Q)(X −
Q)2dX qui est homoge`ne a` une longueur au carre´. Un re´sultat similaire est obtenu en trois dimensions.
L’erreur spatiale (ou bien la longueur caracte´ristique) des diffe´rentes projections est e´value´e par le double
de l’e´cart-type σ de la fonction poids :
σ2 =
1
Vc
Z
Vc
|X−Q|2w(X−Q)dX1dX2dX3 (3.11)
Les diffe´rentes projections peuvent alors eˆtre classe´es selon leur erreur spatiale :
Boıˆte large > Volumique large > Boıˆte≈ Gaussien > Volumique (3.12)
Les projections volumique, gaussienne et boıˆte permettront de limiter les erreurs spatiales, toutefois le vo-
lume de controˆle des projections volumique et boıˆte e´tant plus petit que celles des autres projections, elles
seront plus sensibles a` l’erreur statistique due au nombre limite´ de particules dans ce volume de controˆle.
3.3.2 Cas synthe´tique 1D
Des particules sont distribue´es ale´atoirement dans un domaine 1D constitue´ de NX nœuds espace´s de
∆P. Le nombre moyen de particules par cellule est Np = 〈np〉∆P. La distribution de particules est projete´e
sur le maillage (e´q. 3.3) pour obtenir la densite´ me´soscopique du nombre de particules. La conservation des
grandeurs moyennes par les projections gaussienne et volumique est e´value´e sur la moyenne du nombre de
particules par cellule 〈n˜p〉∆P (Fig. 3.2). L’erreur commise diminue quand le nombre de particules augmente.
On peut facilement montrer que cette erreur est supprime´e si les particules sont re´gulie`rement espace´es.
Cette erreur est ainsi due a` la re´partition inhomoge`ne (ale´atoire) des particules dans chaque cellule. Le
volume de controˆle associe´ a` la projection e´tant plus grand, l’erreur statistique commise est moins importante
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FIG. 3.2 – Erreur sur la densite´ moyenne du nombre de particules (error = (〈n¯p〉− 〈np〉)2/〈np〉2) pour le
cas synthe´tique 1D.
qu’avec la projection volumique.
On attribue a` chaque particule une vitesse V (k) :
V (k) = up(X (k)) (3.13)
ou` up est un champ continu. Le champ de vitesse up suit un spectre de Passot-Pouquet de´fini par 32 modes
(e´q. 1.68, avec u′f = 1 et ke = 5). Un tel spectre n’attribue que tre`s peu d’e´nergie aux petites e´chelles et la
de´tection des petites e´chelles sera ainsi plus difficile2.
Les quantite´s lagrangiennes sont projete´es pour les diffe´rentes projections sur les NX nœuds du maillage 1D.
Pour pouvoir identifier u˜p et up, la projection ne doit pas alte´rer le champ continu (u˜p ≈ up). La diffe´rence
entre le champ projete´ et le champ continu est e´value´e par l’erreur quadratique :
Error(φ) = 〈(φ(Q)− u˜p(Q))
2〉
〈u˜p(Q)2〉 (3.14)
Les meˆmes quantite´s lagrangiennes sont projete´es avec les diffe´rentes me´thodes. Pour atteindre la conver-
gence statistique, on effectue une moyenne sur 5000 re´alisations diffe´rentes des champs de positions X k et
de vitesse up. Cette proce´dure est re´ite´re´e pour diffe´rentes densite´s moyennes du nombre de particules (de
une a` mille particules par cellule en moyenne). La figure 3.3 montre l’e´volution de l’erreur en fonction du
nombre de particules pour les diffe´rentes projections. L’erreur diminue quand la densite´ de particules aug-
mente, mais meˆme pour les densite´s les plus e´leve´es une erreur syste´matique et inde´pendante du nombre de
particules est commise. Pour plus de 10 particules par cellule, l’erreur est la plus faible pour la projection
volumique suivi de la gaussienne a` e´galite´ avec la boıˆte suivies de la volumique large et enfin de la boıˆte
large. On retrouve la classification des projecteurs en fonction de leur longueur caracte´ristique (Tab. 3.1).
2Des tests re´alise´s avec un spectre en k− 53 donnent des re´sultats qualitativement comparables.
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FIG. 3.3 – Erreur sur la vitesse obtenue par projection. Cas synthe´tique 1D.
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FIG. 3.4 – Erreur sur la vitesse obtenue par projection. Cas synthe´tique 1D. Les vitesses des particules
posse`dent une partie bruite´e (e´q. 3.13).
De telles projections sont e´quivalentes a` des proce´dures de filtrage des e´chelles plus petites que le volume
de controˆle (Boivin et al. (2000)), ce qui limite les gradients de vitesses et induit ainsi une erreur spatiale.
A la vitesse pre´ce´dente des particules, on ajoute un bruit blanc gaussien ale´atoire δV (k) pour mimer le mou-
vement de´corre´le´e des particules. La vitesse V (k) de chaque particule devient :
V (k) = up(X (k))+ δV (k) (3.15)
L’e´nergie impose´e du bruit est de 30% de l’energie du champ continu up. Cela` correspond approximati-
vement au maximum de l’e´nergie de´corre´le´ mesure´e par Fe´vrier (2000) en turbulence homoge`ne isotrope
stationnaire (Fig. 2.4). L’ope´rateur de projection e´tant line´aire, le champ de filtre´ est la somme d’une contri-
bution u˜p du champ corre´le´ up et d’une contribution du champ de´corre´le´ δV (k) (note´e δ˜v). En plus du crite`re
pre´ce´dent sur l’erreur spatiale, la projection doit eˆtre capable d’e´liminer le bruit (δ˜v ≪ u˜p). La figure 3.4
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FIG. 3.5 – Spectre d’e´nergie de la vitesse projete´ u˜p pour 2, 20 et 200 particules par cellule. cas synthe´tique
1D ; projection gaussienne. La ligne continue est le spectre d’e´nergie de up.
pre´sente l’erreur en fonction du nombre de particules et de la projection utilise´e pour le cas bruite´. La
convergence en fonction du nombre de particules est plus lente, ainsi plus de 100 particules par cellule sont
ne´cessaires pour atteindre le niveau de l’erreur syste`matique. La classification des projections reste toute-
fois la meˆme. La projection gaussienne permet d’obtenir a` peu pre`s la meˆme erreur que la projection boıˆte
pour un grand nombre de particules et est moins sensible aux erreurs statisques pour un faible nombre de
particules. Cette projection semble eˆtre un bon compromis entre erreur spatiale et erreur statistique.
Pour analyser plus en de´tail les erreurs commises par la projection gaussienne, les spectres d’e´nergie de up,
u˜p et δ˜v sont trace´s pour trois diffe´rents nombre moyen de particules par cellule (2, 20 et 200) (Fig. 3.5-3.7).
Pour les trois densite´s de particules, le spectre de la vitesse filtre´e est bien retrouve´ a` grandes e´chelles (petit
nombre d’onde k) (Fig. 3.5). Dans le cas 2 particules en moyenne par cellule, le spectre pre´sente une sur-
estimation de l’e´nergie a` petite e´chelle. Cet effet est supprime´ quand le nombre de particules augmente : les
spectres obtenus avec 20 et 200 particules par cellules sont quasiment identitiques jusqu’au nombre d’onde
le plus e´leve´. En comparant les spectres de la vitesse projete´e et non projete´e, on observe une le´ge`re sous-
estimation de l’e´nergie a` petite e´chelle et qui est due a` l’erreur spatiale pre´sente´e pre´ce´demment.
Les spectres d’e´nergie du bruit sont trace´s sur la figure 3.6. Ces spectres sont a` peu pre`s plats et leur ni-
veau de´croit line´airement avec l’inverse de la densite´ de particules. Ces niveaux sont comparable a` celui
du spectre d’e´nergie du champ de vitesse. De fac¸on plus pre´cise, ce niveau peut eˆtre e´value´ : le spectre
d’e´nergie d’un bruit blanc discretise´ sur Np = 〈np〉NX points re´gulie`rement espace´s est constant entre les
nombre d’onde minimum (2pi/(NX∆P)) et le nombre de Nyquist (Np/2 = 〈np〉NX∆P/2). En conside´rant
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FIG. 3.6 – Spectre du bruit projete´ δ˜v pour 2, 20 et 200 particules par cellule. cas synthe´tique 1D ; projection
gaussienne. Les lignes pointille´es horizontales correspondent au mode`le du spectre du bruit (e´q. 3.17).
que l’inte´grale du spectre donne l’e´nergie de´corre´le´e δq2p, le niveau du spectre d’e´nergie du bruit Eδv(k) est :
Eδv(k) =
NX∆P
2pi
(
Np
2
−1)−1δq2p (3.16)
≈ 1
pi〈np〉δq
2
p (3.17)
Pour des particules qui ne sont pas re´gulie`rement espace´es, l’e´quation pre´ce´dente peut eˆtre utilise´e comme
un mode`le du bruit. En comparant les spectres d’e´nergie du bruit projete´ avec ce mode`le, le niveau des
spectres et la de´pendance a` la densite´ de particule sont correctement pre´dits (2% d’erreur sur les niveaux).
La projection filtre le bruit et supprime les e´chelles plus petites que la maille.
On s’interesse maintenant a` la projection du champ de vitesse bruite´ (Fig. 3.7). Les e´chelles les plus
e´nerge´tiques sont correctement pre´dites quelque soit le nombre de particules. A petite e´chelle, le spectre
d’e´nergie de u˜p suit celui du bruit dans les cas 2 et 20 particules par cellule : la projection n’est pas ca-
pable d’e´liminer le bruit du champ de vitesse. En augmentant le nombre de particules (cas 200 particules),
l’e´nergie du bruit devient ne´gligeable pour tous les nombres d’onde. Un crite`re a posteriori de validite´ des
spectres d’e´nergie dans le cas d’un champ bruite´ peut eˆtre de´fini par :
Eu˜p(k) >
1
pi〈np〉δq
2
p pour tout les k (3.18)
En re´sume´, lorsque l’on obtient des champs eule´riens par projection de grandeurs lagrangiennes, les erreurs
commises sont de deux types :
– une erreur spatiale intrinse`que a` chaque projecteur,
– une erreur statistique due au nombre limite´ de particules par cellule.
L’utilisation d’une me´thode de projection bien choisie (projection gaussienne par exemple) avec suffisam-
ment de particules, permet d’obtenir des champs eule´riens correctes.
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FIG. 3.7 – Spectre d’e´nergie de la vitesse bruite´e projete´e u˜p + δ˜v pour 2, 20 et 200 particules par cellule.
cas synthe´tique 1D ; projection gaussienne. La ligne continue est le spectre d’e´nergie de up. Les lignes
pointille´es horizontales correspondent au mode`le du spectre du bruit (e´q. 3.17).
3.3.3 Cas re´el 3D
Deux champs lagrangiens avec 10 et 80 millions de particules ont e´te´ e´tudie´s. Les particules sont place´es
ale´atoirement avec une vitesse e´gale a` celle du fluide a` leur position. Les quantite´s lagrangiennes sont alors
projete´es sur un maillage 643 et 1283. Le spectre d’e´nergie de la vitesse projete´e suit celui du fluide sur
environ 4 de´cades (Fig. 3.8). L’augmentation d’e´nergie a` petite e´chelle n’est pas physique et peut, comme
pre´vu eˆtre limite´e en augmentant le nombre de particules.
Les deux simulations (DNS+DPS) correspondant a` ces deux initialisations ont e´te´ re´alise´es (cas A2 :
Ret = 13,6, St = 1,1, StK = 2,2). Les champs lagrangiens instantane´s apre`s environ un temps de relaxa-
tion des particules sont analyse´s (t/τp = 1.4). A cet instant, l’e´nergie de´corre´le´e repre´sente environ 16% de
l’e´nergie corre´le´e, et la distribution des particules est inhomoge`ne (re´gime de concentration pre´fe´rentielle).
Les spectres d’e´nergie corre´le´e obtenus avec les projections boıˆte, volumique large et gaussienne sont
pre´sente´s sur la figure 3.9abc. La comparaison des spectres obtenus a` partir des re´sultats avec 10 et 80
millions de particules projete´s sur un meˆme maillage 643 permet de verifier la convergence statistique des
re´sultats. La comparaison des re´sultats projete´s sur les maillages 643 et 1283 permet d’e´valuer la propention
de la me´thode projection a` filtrer les petites e´chelles. De manie`re synthe´tique, on note que :
– les re´sultats sont non-converge´s avec la projection boıˆte.
– la convergence est obtenue avec les projections volumique large et gaussienne.
– La projection volumique atte´nue de fac¸on notable l’e´nergie des e´chelles de nombres d’onde le´ge`rement
infe´rieurs au nombre d’onde de coupure du maillage.
– Les plus petites e´chelles mesure´es sont tre`s peu affecte´es par la projection gaussienne.
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FIG. 3.8 – Spectres d’e´nergie corre´le´e initiaux. Cas re´els A2-A2’. Projection gaussienne.
Ces re´sultats sont tout a` fait similaires au cas synthe´tique en une dimension et confirme ainsi l’analyse
pre´ce´dente de la mesure de quantite´s me´soscopiques. De plus, en comparant les spectres obtenus avec 8. 107
particules sur les maillages 643 et 1283, il semble que des e´chelles non triviales existent pour de tre`s grands
nombres d’onde.
Le mode`le du spectre de bruit 1D (e´q. 3.17) est e´tendu au cas 3D en remplac¸ant le nombre total de particules
par le nombre de particules dans une seule direction (〈np〉∆3PNX), ce qui donne le crite`re de validite´ du
spectre de vitesse corre´le´e suivant :
Eu˜p(k) >
1
pi〈np〉∆2P
δq2p pour tout les k (3.19)
Le crite`re de validite´ est satisfait dans les cas A2-A2’ (Fig. 3.10). Ce crite`re ne de´pend pas de la projection
utilise´e et n’est donc pas suffisant pour assurer la validite´ du spectre. De plus, ce crite`re ne prend pas
en compte les inhomoge´ne´ite´s de la re´partition spatiale des particules et de l’e´nergie de´corre´le´e. Il peut,
toutefois, eˆtre utilise´ comme un premier indicateur faute de meilleur crite`re.
Dans la suite, les erreurs seront e´value´es quantitativement sur ce meˆme cas cas re´el en utilisant la projec-
tion gaussienne pour 107 particules projete´es sur un maillage 643. Par souci de simplification des e´critures,
les grandeurs eule´riennes obtenues par projection des quantite´s lagrangiennes sont, dans la suite du me´moire,
assimile´es aux grandeurs me´soscopiques de´finies au Chap. 2 : n˜p et u˜p sont remplac¸e´s par np et up.
3.4 Validation de la mesure des grandeurs me´soscopiques
Le choix de la me´tode de projection gaussienne a e´te´ choisie pour mesurer correctement le champ de
vitesse corre´le´. La mesure du mouvement de´corre´le´ est de´crite dans le paragraphe suivant. Les diffe´rentes
erreurs seront e´value´es quantitativement sur le cas re´el de´ja utilise´.
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FIG. 3.9 – (abc) Spectres d’e´nergie corre´le´e obtenus pour diffe´rentes me´thodes de projection. Cas re´els A2-
A2’ a` t/τp = 1.4. (d) Spectre d’e´nergie corre´le´e obtenu par la projection gaussienne. Le crite`re de validite´
(e´q. 3.19) est repre´sente´ par les lignes horizontales : cas A2 projete´ sur 643 et cas A2’ projete´ sur 1283 :
ligne continue ; cas A2’ projete´ sur 643 : ligne tirete´e. Cas re´els A2-A2’ a` t/τp = 1.4.
3.4.1 Mesure du mouvement de´corre´le´
L’e´nergie non corre´le´e peut eˆtre mesure´e soit par projection de l’e´nergie cine´tique totale des particules
(me´thode 1) :
n˜pδ˜θp =
1
2
1
Vc ∑i ∑k w(X
(k)−Q)V (k)i
2− 1
2
n¯p ∑
i
u¯2p,i (3.20)
ou bien par projection du mouvement non-corre´le´ associe´ a` chaque particule (me´thode 2) :
δV(k) = V(k)− u˜p(X(k)) (3.21)
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FIG. 3.10 – Spectre d’e´nergie corre´le´e obtenu par la projection gaussienne. Le crite`re de validite´ (e´q. 3.19)
est repre´sente´ par les lignes horizontales : cas A2 projete´ sur 643 et cas A2’ projete´ sur 1283 : ligne continue ;
cas A2’ projete´ sur 643 : ligne tirete´e. Cas re´els A2-A2’ a` t/τp = 1.4.
Maillage de projection 643 803 963 1283 1603 1923
∆x/ηK 0.97 0.78 0.65 0.49 0.39 0.33
Case 1 38.1 19.5 11.3 4.77 2.44 1.41
Case 2 304 156 90.4 38.1 19.5 11.3
TAB. 3.2 – Nombre moyen de particules par cellule pour diffe´rents maillages de projection.
Cette e´tape ne´ce´ssite une interpolation du champ de vitesse corre´le´ obtenu pre´ce´demment, a` la position
de chaque particule. Les moments d’ordre deux (tenseur double des corre´lations du mouvement de´corre´le´
δRp,i j) sont obtenus par projection des mouvements non-corre´le´s associe´s a` chaque particule.
n˜pδ˜Rp,i j =
1
Vc ∑k w(X
(k)−Q)δV (k)i δV (k)j (3.22)
L’e´nergie non-corre´le´e sera alors donne´e par la moitie´ de la trace de du tenseur δRp,i j.
Par les deux me´thodes de mesure, l’e´nergie de´corre´le´e e´volue de la meˆme fac¸on (Fig. 3.11). La me´thode
1 suppose que le champ de vitesse corre´le´e est constant dans le volume Vc autour de chaque nœud. Ses
variations a` cette e´chelle sont inclues dans l’e´nergie de´corre´le´e mesure´ par la me´thode 1, c’est pourquoi
la me´thode 1 surestime la RUE. La me´thode 2 plus couˆteuse en terme de calcul permet de re´duire l’erreur
a` l’initialisation de quasiment deux ordres de grandeurs : la RUE mesure´e e´tant bien ne´gligeable a` cette
instant. Dans toute la suite de l’e´tude, les grandeurs lie´es a` la vitesse de´corre´le´e seront toujours mesure´es
par la me´thode 2.
Le biais statistique duˆ au nombre limite´ de particules dans le domaine sur le calcul de l’e´nergie de´corre´le´e
peut lui aussi eˆtre quatifie´. Les re´sultats Lagrangiens a` l’instant t = 1.4τp sont projete´s sur des maillages
re´guliers comportants de 643 a` 1923 nœuds, ce qui induits diffe´rentes valeurs du nombre moyen de particules
par cellule (Tab. 3.2). La figure 3.12 montre l’e´volution de l’e´nergie de´corre´le´e moyenne mesure´e en fonc-
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FIG. 3.11 – Evolution temporelle de la fraction moyenne d’e´nergie particulaire sous forme de´corre´le´e me-
sure´e par la me´thode 1 (ligne pointille´) et la me´thode 2 (ligne continue). Cas re´el A2, 107 particules projete´es
sur un maillage 643.
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FIG. 3.12 – Fraction moyenne d’e´nergie particulaire sous forme de´corre´le´e mesure´e par la me´thode 2 sur
les maillages de projection 643, 803, 963, 1283, 160 et 1923. Cas re´el A2, 107 particules (carre´s vides) et
cas re´el A2’, 8 107 particules projete´es (carre´s pleins), a` t/τp = 1.4. La ligne tirete´e est une interpolation
line´aire des re´sultats obtenus avec les maillages 643 et 803.
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Corre´lations de δV(k) de´finition corre´lations initiale corre´lations a` t/τp = 1.4
avec u f (X(k))
{u f (X(k)).δV(k)}√
{u f (X(k)).u f (X(k))}{δV(k).δV(k)}
0,3 0,006
avec up(X(k))
{up(X(k)).δV(k)}√
{up(X(k)).up(X(k))}{δV(k).δV(k)}
0,3 0,03
TAB. 3.3 – Corre´lation du mouvement « de´corre´le´ » avec la vitesse du fluide « vue » u f (X(k)) et la vitesse
corre´le´e de la particule up(X(k)). Cas re´el A2, 107 particules projete´es sur un maillage 643.
tion du raffinement du maillage de projection. Dans les cas A2-A2’ projete´s sur 643 et 803, les re´sultats sont
inde´pendants du nombre de particules : au minimum, 20 particules en moyenne par cellule sont ne´cessaires
pour obtenir la convergence statistique. La RUE mesure´e diminue le´gement avec la taille des mailles, ce qui
indique qu’il existe des e´chelles plus petites que le maillage qui ne peuvent eˆtre capture´e sur les maillages
utilise´s. Toutefois, la limite de la mesure de la RUE moyenne est non nulle lorsque la taille des cellules tend
vers ze´ro (δq2p ≈ 0,11q2p).
Le formalisme eule´rien me´soscopique suppose que les corre´lations en deux points entre la vitesse de´corre´le´e
d’une particule d’une part et la vitesse du fluide « vu » , la vitesse particulaire corre´le´e et la vitesse
de´corre´le´e d’une deuxie`me particule d’autre part sont nulles. Pour des raisons nume´riques, lie´es a` la pa-
ralle´lisation du code de calcul par de´composition de domaine, on se limitera a` des corre´lations en un
point. Les corre´lations moyennes de vitesses « de´corre´le´e » -corre´le´e et de vitesse « de´corre´le´e » -fluide
« vu » de chaque particule δV(k) sont reporte´es dans le tableau 3.3. A l’initialisation, la RUE mesure´e est
ne´gligeable devant l’e´nergie totale des particules et l’erreur commise est corre´le´e avec les champs u f et up
qui sont the´oriquement e´gaux. A l’instant t/τp = 1,4, la vitesse « de´corre´le´e » des particules ne pre´sente
qu’une corre´lation marginale avec les vitesses particulaires corre´le´ et du fluide « vu ». δV (k) mesure´ est bien
de´corre´le´e.
A titre indicatif, les PDF des vitesses particulaires sont pre´sente´s (Fig. 3.13). Les PDF des vitesses La-
grangie`nnes totales et corre´le´es sont gaussiennes. Alors que celle de la vitesse de´corre´le´e ne l’est pas. On
peut noter que dans l’approche eule´rienne adopte´e aucune hypothe`se sur la forme des diffe´rentes PDF de vi-
tesses n’a e´te´ ne´cessaire pour obtenir les e´quations me´soscopiques sans collision interparticulaire. La prise
en compte des collisions ne´ce´ssitera un mode`le pour la PDF locale des vitesses de´corre´le´es, PDF locale
qu’il n’a pas e´te´ possible de mesurer dans le pre´sent travail a` cause du nombre trop faible de particules pour
mesurer des PDF suivant les trois dimensions de l’espace des vitesses.
3.4.2 Evaluation quantitative des erreurs
Les erreurs sur certaines grandeurs moyennes peuvent eˆtre e´value´ en comparant les grandeurs eule´riennes
me´soscopiques avec leurs homologues lagrangiennes :
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FIG. 3.13 – PDF normalise´es des vitesses particulaires : vitesses totales V (k)i (a), corre´le´es up,i(X(k)) (b) et
vitesses de´corre´le´es δV (k)i (c) a` l’instant t/τtf 0 = 1.01. cas B1 : lignes continues ; B2 : lignes pointille´es ;
St0K = 5.1 : lignes tirete´es ; Distribution gaussienne : cercles.
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Quantite´ erreur initiale erreur a` t/τp = 1.4
densite´ du nombre de particules 0,01% −0,009%
e´nergie totale particulaire −0,9% −1,2%
covariance fluide-particule −0.4% −0.4%
e´nergie du fluide « vu » 0,02% 0,05%
TAB. 3.4 – Evaluation des erreurs sur les grandeurs me´soscopiques moyennes. Cas re´el A2, 107 particules
projete´es sur un maillage 643.
Quantite´ moyenne lagrangienne eule´rienne
densite´ de particules NpNX3 〈np〉
e´nergie des particules q2p 12{(U
(k)
p,m)2} 12
〈np(u2p,m+δθp)〉
〈np〉
covariance fluide-particule q f p {U (k)p,mu f ,m(X(k)p )} 〈npup,mu f ,m〉〈np〉
e´nergie du fluide « vu » q2f @p 12{(u f ,m(X
(k)
p ))2} 12
〈np(u f ,m)2〉
〈np〉
ou` 〈.〉 de´signe la moyenne volumique (sur l’ensemble des nœuds du maillage) alors que {.} est la moyenne
sur toutes les Np particules k. L’erreur sur la densite´ de particules permet d’e´valuer la conservation des gran-
deurs moyennes par la projection gaussienne. Les erreurs sur la covariance fluide-particule et sur l’e´nergie
du fluide « vue » permet en plus de tester l’interpolation. L’erreur sur les quantite´s moyennes utilise´e est
de´finie par :
erreur =
quantite´ eule´rienne−quantite´ lagrangienne
quantite´ lagrangienne (3.23)
Les quantite´s lagrangiennes sont prises comme re´fe´rence. Ces erreurs sont e´value´es quantitativement sur le
cas 10 millions de particules projete´ sur un maillage 643 a` l’initialisation et a` t/τp = 1.4 (Tab 3.4). L’erreur
sur la densite´ du nombre de particules est suffisament faible pour estimer qu’avec 107 dans la simulation,
les grandeurs moyennes sont conserve´es par projection a` 0,01% pre`s. L’erreur sur l’e´nergie du fluide a`
l’emplacement des particules est aussi ne´gligeable, de plus le spectre d’e´nergie du fluide « vue » a` l’initia-
lisation (Fig. 3.8) est tre`s proche de celui du fluide, ces deux e´le´ments permettent de valider la proce´dure
d’interpolation par polynoˆme de Lagrange. L’e´nergie totale des particules et dans une moindre mesure la
covariance fluide-particule sont sous-estime´es (environ 1% pour q2p). La projection par son effet de filtrage
(meˆme limite´ par l’utilisation d’un noyau gaussien) a supprime´ l’e´nergie corre´le´e aux e´chelles infe´rieures a`
la taille de maille.
3.5 Traitement des zones sans particule
Dans les cas pre´sentant une forte concentration pre´fr´entielle des particules, il peut arriver que la den-
site´ du nombre de particules de quelques cellules du maillage soit nulle et ceci meˆme en simulant plu-
sieurs millions de particules et en ayant choisi une me´thode de projection ade´quate. La vitesse eule´rienne
me´soscopique n’est alors pas de´finie en ces emplacements. Toutefois pour mesurer des spectres d’energie
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FIG. 3.14 – Traitement de la vitesse corre´le´e dans les cellules sans particule. Spectre d’e´nergie corre´le´e. Cas
re´el B2 a` t/τtf = 3,5. Projection gaussienne sur maillage 643. La ligne horizontale est le crite`re de validite´
du spectre.
corre´le´e, la vitesse me´soscopique doit eˆtre de´finie en tout point du maillage. Deux me´thodes ont e´te´ teste´es :
la vitesse en ces points est choisie nulle (me´thode 1) ou bien elle est la moyenne des vitesses des nœuds
voisins (si la vitesse en ces points existe) (me´thode 2). Deux variantes de la me´thode 2 ont e´te´ teste´es :
– Me´thode 2a : moyenne non ponde´re´e sur la distance radiale d’une maille (ou plus si il n’y a pas de
vitesse de´finie).
– Me´thode 2b : moyenne ponde´re´e gaussie`ment sur une distance de 4 mailles.
Seuls les champs de vitesse corre´le´e sont modifie´s, les autres quantite´s me´soscopiques sont choisies nulles
en ces points.
Dans les cas simule´s et en raison du grand nombre de particules prises en compte, la pre´sence de zones
vide de particules est exceptionnelle. Dans le cas B2 (Ret = 40,2, StK = 2,2, 8 107 particules) projete´ sur
un maillage 643 a` l’instant t/τtf = 3,5 (fin de simulation), 0,4% des cellules posse`de une densite´ du nombre
de particules nulle. Les champs de vitesses corre´le´es obtenus par les deux me´thodes sont tre`s similaires
(Fig. 3.14). La me´thode 1 attribue plus d’e´nergie aux petites echelles que la me´thode 2. Les deux variantes de
la me´thode 2 donnent des re´sultats quasi identiques. Les me´thodes 2 permettent de conserver la continuite´ du
champ de vitesse corre´le´e et seront utilise´es par la suite. Le crite`re de validite´ du spectre (ligne horizontale)
est tout juste ve´rifie´, ce qui peut expliquer l’infle´chissement des spectres pour les nombres d’ondes les plus
e´leve´s (supe´rieurs a` 28). Une autre explication possible est la se´gre´gation des particules qui induit un nombre
de cellules avec peu de particules ce qui occasionne une incertitude sur la mesure du mouvement corre´le´.
Une interpolation plus e´labore´e pourrait eˆtre ne´cessaire pour des cas avec moins de particules simule´es (et
donc plus de cellules vides). Toutefois la simple me´thode 2a semble suffisante dans les cas traite´s ici.
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3.6 Conclusion du chapitre
Des re´sultats de simulations lagrangiennes peuvent eˆtre analyse´s en terme des grandeurs me´soscopiques
eule´riennes (pre´sente´es au chapitre 2). Cela ne´ce´ssite l’emploi d’une proce´dure de projection sur un maillage.
Plusieurs types de projections ont e´te´ teste´es. La projection gaussienne permet de concilier une convergence
satisfaisante des re´sultats pour un nombre de particules non prohibitif (plusieurs dizaines par mailles au
minimum) et une bonne de´tection des plus petites e´chelles mesurable sur un maillage donne´.
La non-convergence statistique se traduit par un palier dans les spectres d’e´nergie corre´le´e a` petite e´chelle.
La convergence en fonction du nombre de particules est plus rapide dans le cas ou` la distribution de vitesses
des particules est continue. Le mouvement de´corre´le´ des particules limite la de´tection des e´chelles les moins
e´nerge´tiques. Pour donner un ordre de grandeur, pour un calcul avec 10 millions de particules, les spectres
mesure´s sont fiables sur environ 4 de´cades en absence de mouvement de´corre´le´ et sur au moins 2 de´cades et
demi si l’e´nergie de´corre´le´e est de environ 15% de l’e´nergie corre´le´e. Un mode`le simple pour l’e´valuation
de l’e´nergie la plus faible mesurable a e´te´ propose´.
Les erreurs commises par projection ont e´te´ quantifie´es sur un cas de calcul 3D sans et avec la pre´sence
d’une composante de´corre´le´e dans la vitesse des particules. Dans la suite de l’e´tude, tous les re´sultats seront
obtenus par la me´thode de projection gaussienne, la notation .˜ sera abandonne´e et l’on supposera que les
champs eule´riens reconstruits sont bien les champs eule´riens me´soscopiques.
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Chapitre 4
Analyse des champs eule´riens
me´soscopiques
Les champs eule´riens me´soscopiques obtenus par projection des re´sultats lagrangiens sont analyse´s
dans ce chapitre. On s’inte´resse, dans l’ordre, aux e´volutions des e´nergies moyennes, a` la concentration
pre´fe´rentielle des particules et aux spectres de puissance de la vitesse corre´le´e. Les diffe´rentes mode´lisations
des effets du mouvement de´corre´le´ des particules pre´sente´es au Chap. 2 sont, ensuite, teste´es a priori. Enfin,
les re´sultats lagrangiens sont compare´s aux simulations nume´riques directes Euler-Euler dans les cas A1 et
A2 a` faible Reynolds.
4.1 Evolution des grandeurs moyennes
Les e´nergies moyennes, corre´le´es et de´corre´le´es, sont de´finies par :
q˜2p =
1
2
〈up,iup,i〉p (4.1)
δq2p = 〈δθp〉p (4.2)
ou` 〈.〉p de´signe la moyenne de Favre relative a` la phase particulaire sur l’ensemble du domaine de calcul :
〈φ〉p = 〈npφ〉〈np〉 (4.3)
ou` 〈.〉 est l’ope´rateur de moyenne volumique sur l’ensemble du domaine de calcul. La moyenne de l’e´nergie
cine´tique totale q2p = 12Np ∑
Np
k=1V
(k)
j V
(k)
j dans le formalisme lagrangien est de´finie de manie`re e´quivalente par
la somme de l’e´nergies moyennes q˜2p et δq2p dans le formalisme eule´rien me´soscopique. La vitesse initiale de
chaque particule est la vitesse du fluide a` sa position, l’e´nergie initiale des particules est totalement corre´le´e
(q2p(t = 0) = q˜2p). Dans les cas de simulation B1, B2 et B3, et q2p de´croıˆt continuement durant la simula-
tion sous l’effet de la traıˆne´e (Fig. 4.1). La distribution initiale des vitesses particulaires e´tant initialement
hors e´quilibre (de type Tchen-Hinze), l’e´nergie de´corre´le´e (RUE) augmente. Apre`s un temps de relaxation
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FIG. 4.1 – Evolution temporelle de l’e´nergie turbulente du fluide (cercles) et des e´nergies cine´tiques
moyennes des particules : totale q2p (ligne continue), corre´le´e q˜2p (ligne pointille´e) et de´corre´le´e δq2p (ligne
tirete´e).
des particules, la RUE diminue sous l’effet de la traıˆne´e. En accord avec Fe´vrier et al. (2005), la fraction
d’e´nergie cine´tique particulaire sous forme de´corre´le´e augmente avec l’inertie des particules et est au maxi-
mum de 2%, 13% et 38% pour les cas B1, B2 et B3 correspondant a` des nombres de Stokes initiaux base´s
sur l’e´chelle de Kolmogorov de St0K = 1, 2,2 et 5,1.
En multipliant l’e´quation (2.34) par up,i, en la moyennant sur le domaine de calcul et en utilisant les condi-
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FIG. 4.2 – Evolution temporelle des termes du bilan de l’e´nergie corre´le´e moyenne (e´q. 4.5) (a) et
de l’e´nergie de´corre´le´e moyenne (e´q. 4.7) (b) mesure´s dans le cas B3. De´rive´e temporelle de l’e´nergie
conside´re´e : ligne continue ; traıˆne´e : cercles ; dissipation RUV : ligne tirete´e ; pression dilatation particu-
laire : ligne pointille´e. La ligne mixte est l’erreur commise sur la fermeture du bilan (somme des termes de
droite de l’e´quation bilan − le terme du membre de gauche).
tions aux limites pe´riodiques, le bilan d’e´nergie corre´le´e moyenne dans la configuration e´tudie´e est :
d
dt q˜
2
p = −
1
τp
(2q˜2p−q f p)+ 〈δRp,i j
∂up,i
∂x j
〉p (4.4)
= − 1
τp
(2q˜2p−q f p)︸ ︷︷ ︸
I
+〈δR∗p,i j
∂up,i
∂x j
〉p︸ ︷︷ ︸
II
+
2
3〈δθp
∂up,i
∂xi
〉p︸ ︷︷ ︸
III
(4.5)
Les termes du membre de droite s’interpre`tent selon : I effet de la force de traıˆne´e sur l’e´nergie corre´le´e ; II
dissipation par le mouvement de´corre´le´ ; III terme de type « pression dilatation » particulaire. L’e´volution
temporelle des termes du bilan d’e´nergie particulaire corre´le´e dans le cas B3 est pre´sente´ sur la Fig. 4.2a. La
vitesse initiale des particules e´tant e´gale a` la vitesse du fluide, les particules sont initialement hors e´quilibre
de Tchen-Hinze, et la traıˆne´e de´truit de l’e´nergie corre´le´e. Par la suite, les vitesses des particules s’adaptent
a` l’e´coulement fluide et le terme moyen de traıˆne´e devient positif a` partir de t/τtf 0 = 1,5 : la force de traıˆne´e
produit alors, en moyenne, un mouvement particulaire corre´le´.
En moyennant l’e´quation locale de l’e´nergie de´corre´le´e δθp (e´q. 2.45), on obtient le bilan de l’e´nergie
de´corre´le´e moyenne δq2p :
d
dt δq
2
p = −
2
τp
δq2p−〈δR∗p,i j
∂up,i
∂x j
〉p− 23〈δθp
∂up,i
∂xi
〉p (4.6)
La traıˆne´e de´truit l’e´nergie de´corre´le´e. Les termes II et III du bilan d’e´nergie corre´le´e apparaissent dans ce
bilan avec un changement de signe : ainsi ces deux termes couplent q˜2p a` δq2p. Le terme II dissipe l’e´nergie
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FIG. 4.3 – Evolution temporelle des termes du bilan de l’e´nergie corre´le´e moyenne (e´q. 4.5) mesure´s dans
les cas B1 (a) et B2 (b). dq˜2p/dt : ligne continue ; traıˆne´e : cercles ; dissipation RUV : ligne tirete´e ; pression
dilatation particulaire : ligne pointille´e. La ligne mixte est l’erreur commise sur la fermeture du bilan (somme
des termes de droite de l’e´quation bilan − le terme du membre de gauche).
corre´le´e en e´nergie de´corre´le´e (Fig. 4.2a : valeur ne´gative dans le bilan de q˜2p et Fig. 4.2b : valeur po-
sitive dans celui de δq2p). En moyenne, le terme de pression-dilatation particulaire (terme III) transfert
de l’e´nergie du mouvement corre´le´ vers le mouvement de´corre´le´ juste apre`s l’initialisation (t/τtf 0 = 0,5),
le sens du transfert est oppose´ dans la suite de la simulation. La valeur absolue de la pression dilatation
moyenne repre´sente en moyenne 5% du terme de dissipation. L’e´volution temporelle des e´nergies corre´le´es
et de´corre´le´es moyennes est domine´e par le terme II de transfert d’e´nergie corre´le´e vers l’e´nergie de´corre´le´e
et par la traıˆne´e.
L’e´nergie totale q2p est la somme de l’e´nergie corre´le´e et de l’e´nergie non corre´le´e. Son e´quation d’e´volution
est la somme des e´quations (4.5) et (4.6) :
d
dt q
2
p = −
1
τp
(2q2p−q f p) (4.7)
Lorsque les quantite´s q2p et q f p sont calcule´es a` partir des champs eule´riens, le bilan pre´ce´dent est ferme´
avec une erreur moyenne de 1,8% contre 1% si ses quantite´s sont directement calcule´es a` partir des re´sultats
lagrangiens. L’erreur moyenne sur la fermeture des bilans des e´nergies corre´le´es et de´corre´le´es moyennes
est de 13% et 10% du terme dominant en valeur absolue. La somme de ces bilans e´tant correctement ferme´e,
l’erreur doit donc eˆtre commise sur les termes de transferts entre q˜2p et δq2p. Il a e´te´ ve´rifie´ que la mesure de
ces termes moyens e´tait converge´e en fonction du nombre de particules utilise´es pour le calcul des champs
eule´riens. L’explication la plus probable de la sous-estimation du transfert est qu’une partie de la dissipation
s’effectue a` des e´chelles plus petites que la taille caracte´ristique du maillage eule´rien de projection utilise´.
L’e´volution des termes du bilan de q˜2p dans les cas B1 et B2 est pre´sente´ sur la Fig. 4.3. Globalement,
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FIG. 4.4 – Evolution du parame`tre de concentration pre´fe´rentielle des particules 〈n2p〉/〈np〉2. Cas B1 : ligne
continue ; cas B2 : ligne pointille´e ; cas B3 : ligne tirete´e.
l’allure des courbes est la meˆme que dans le cas B3. On peut noter que la traıˆne´e moyenne ne change pas
de signe. L’erreur sur la fermeture du bilan moyen est plus grande pour les particules le´ge`res (cas B1 :
22%, B2 : 18% du terme dominant) et est meˆme supe´rieure a` la mesure du terme de dissipation moyenne
de l’e´nergie corre´le´e dans le cas B1. La majeure partie de la dissipation par le mouvement de´corre´le´ n’est
pas capture´, ce qui peut signifier que plus les particules sont le´ge`res, plus la dissipation fait intervenir des
e´chelles petites. En supposant que toute l’erreur sur la fermeture du bilan d’e´nergie corre´le´e est commise
sur le terme 〈δRp,i j ∂up,i∂x j 〉p (somme des termes II et III), la mesure de ce terme serait sous-estime´e de 66%,
29% et 13% en moyenne dans les cas B1, B2 et B3.
4.2 Se´gre´gation pre´fe´rentielle
4.2.1 Evaluation
Pour des nombres de Stokes interme´diaires, typiquement 0,1 ≤ StK ≤ 10, les particules ne suivent pas
exactement l’e´coulement fluide et peuvent eˆtre e´jecte´es des tourbillons les plus e´nerge´tiques. Elles s’ac-
cummulent alors dans les zones de faible vorticite´. Leur re´partition n’est alors plus ale´atoire (voir Fe´vrier
et al. (2002), Shotorban et Balachandar (2006) pour une mesure quantitative). On parle alors de concen-
tration pre´fe´rentielle (Squires et Eaton (1990)). Ce phe´nome`ne a fait l’objet de nombreux travaux base´s
sur des expe´rimentations (Vignal (2006)) et des simulations nume´riques Euler-Lagrange : des re´capitulatifs
de re´sultats re´cents sont fournis par Boffeta et De Lillo (2004) en deux dimensions ou par Collins et Kes-
wani (2004) en trois dimensions. Contrairement aux autres e´tudes reposant sur une analyse lagrangienne, ce
phe´nome`ne est e´tudie´ en utilisant les champs particulaires eule´riens me´soscopiques.
Le parame`tre 〈n2p〉/〈np〉2 permet de quantifier, de manie`re pratique, la concentration pre´fe´rentielle d’un point
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de vue eule´rien (Kaufmann (2004)). A l’initialisation, la re´partition des particules est homoge`ne (Fig. 4.4),
elle est meˆme ale´atoire dans l’ensemble du domaine, mais un tel parame`tre n’est pas suffisant pour le savoir.
La se´gre´gation augmente de fac¸on monotone dans les cas B1 et B2. Dans le cas B3 plus inertiel, elle atteint
un maximum apre`s un peu moins d’un temps caracte´risque turbulent τtf , de´croıˆt le´ge`rement puis se stabilise.
L’augmentation continue de la se´gre´gation dans les cas B1 et B2 est typique des simulations diphasiques en
turbulence de´croissante a` faible nombre de Reynolds. Le champ de np pre´sente dans les trois cas une forte
inhomoge´ne´ite´, ainsi la fluctuation RMS de la densite´ du nombre de particules np (rapporte´e a` 〈np〉) vaut
1,3, 1,1 et 0,6. Comparativement a` une simulation d’e´coulement fluide turbulent et compressible, ou` les
fluctuations RMS de densite´ sont de l’ordre de 50% (Porter et al. (1992) avec une approche PPM, de´die´e au
e´coulements tre`s compressibles), la phase particulaire apparaıˆt comme extreˆmement compressible.
4.2.2 Tentative de caracte´risation des amas
La figure 4.5 pre´sente les isocontours de densite´ du nombre de particules np a` la fin des simulations
(t/τtf 0 = 3,5) pour les cas B1, B2 et B3. Pour chaque cas, les isocontours np/〈np〉= 1 et np/〈np〉 = 2 sont
repre´sente´s de fac¸on a` distinguer les zones de concentration pre´fe´rentielle des zones pauvres en particules.
La se´gre´gation spatiale des particules se produit suivant des surfaces tre`s minces (des filaments sur des
repre´sentations de plan de coupe en deux dimensions). Visuellement, la largueur des clusters de particules
augmente avec l’inertie des particules. Le nombre et la complexite´ des structures sont plus grands pour les
particules le´ge`res qui sont influence´s par des structures tourbillonnaires moins e´nerge´tiques (plus petites).
La fonction d’encombrement gpp(r) repre´sente, de fac¸on normalise´e, le nombre de paires de particules
se´pare´es d’une distance r. En THI, elle s’exprime dans le formalisme eule´rien me´soscopique (Fe´vrier
(2000)) en fonction du champ de densite´ du nombre de particules selon :
gpp(re) =
〈np(x)np(x + re)〉
〈np(x)〉2 (4.8)
ou` e est un vecteur unitaire quelconque. Si la densite´ de particules est homoge`ne, alors gpp(r) = 1. A
l’origine r = 0, gpp vaut le parame`tre de concentration pre´fr´entielle 〈n2p〉/〈np〉2 utilise´ pre´ce´demment. La
fonction d’encombrement a` une distance d’un diame`tre de particule gpp(dp) intervient dans la mode´lisation
des collisions entre particules (Lavie´ville (1997)). Les fonctions d’encombrement gpp(r) pour les cas B1,
B2 et B3 a` l’instant final ont des formes similaires (Fig. 4.6). gpp(r) est maximale a` l’origine et de´croıˆt vers
1.
La taille caracte´ristique des zones d’accumulation des particules Lp peut eˆtre e´value´e par une longueur
inte´grale des corre´lations en deux points de np :
Lp =
Z gpp(r)−1
gpp(0)
dr (4.9)
ou bien comme e´tant la longueur caracte´ristique de variation du champ de np note´e lp,
lp =
[ 1
〈np〉〈(
∂np
∂x j
)2〉p
]− 12 (4.10)
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FIG. 4.5 – Isocontour de densite´ du nombre de particules a` la fin de la simulation (t/τtf 0 = 3,5). Le maillage
de projection des grandeurs particulaires comporte 643 nœuds. np/〈np〉= 1 : ligne continue ; np/〈np〉= 2 :
ligne pointille´e.
Ces deux longueurs caracte´risques des amas de particules ne s’interpre`tent pas de la meˆme fac¸on : Lp est la
distance a` partir de laquelle la densite´ du nombre de particule n’est plus corre´le´e alors que lp serait plutot
une longueur de variation de np, c’est a` dire en premie`re approximation la largeur des amas, si les amas sont
beaucoup plus longs que larges.
La convergence de gpp(r) en fonction du maillage de projection des quantite´s lagrangiennes est teste´e pour
le cas B1 pre´sentant le maximum de se´gre´gation (Fig. 4.7a). Cette convergence n’est pas re´alise´e pour des
faibles distances r. La valeur de gpp(0) augmente avec le raffinement du maillage passant de 2,7 pour un
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FIG. 4.6 – Fonction d’encombrement gpp(r) a` la fin de la simulation (t/τtf 0 = 3,5). Le maillage de projection
des grandeurs particulaires comporte 643 nœuds. Cas B1 : ligne continue ; cas B2 : ligne pointille´e ; cas B3 :
ligne tirete´e.
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FIG. 4.7 – Tests de convergence au maillage de projection. (a) Fonction d’encombrement gpp(r) a` la fin de la
simulation (t/τtf 0 = 3,5) pour diffe´rents maillages de projection : 643 : ligne continue ; 803 : ligne pointille´e ;
963 : ligne tirete´e ; 1283 : cercles. (b) Evaluation de la « largeur » mesure´e des amas de particules lp
(e´q. 4.10) pour le cas B3 pour diffe´rents maillages de projection : 643 : ligne continue ; 803 : ligne pointille´e.
Les lignes horizontales repre´sentent la taille des mailles pour les deux maillages conside´re´s.
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maillage 643 a` 3,9 pour un maillage 1283. En conse´quence, la longueur Lp mesure´e sur le maillage 1283 est
d’un tiers plus faible que celle mesure´e sur le maillage 643. Par ailleurs, la mesure de lp dans le cas B3 n’est
elle non plus pas converge´e en comparant les re´sultats obtenus sur un maillage 643 et 803. Des maillages
plus fin n’ont pas e´te´ tente´s a` cause du calcul du gradient de np. La longueur lp suit une e´volution inverse de
celle du parame`tre de concentration pre´fe´rentielle 〈n2p〉/〈np〉2. Cette longueur est infe´rieure a` la taille de la
maille entre les temps t/τtf 0 = 0,5 et 2. De serieux doutes existent sur la pertinence de la mesure lp.
Les champs instantane´s de densite´ du nombre de particule obtenus par projection des grandeurs lagran-
giennes pour des maillages 643 et 1283 dans le cas pre´sentant la plus forte se´gre´gation (cas B1, t/τtf 0 = 3,5)
sont repre´sente´s sur les figures 4.8a et b, ou` chaque cellule du maillage de projection est colore´e par la valeur
brute du champ. La largeur des amas de particules est le plus souvent d’une maille de calcul (Fig. 4.8a) et
cela meˆme en raffinant le maillage par un facteur deux dans les trois directions (Fig. 4.8b). La densite´ maxi-
male du nombre de particules obtenue sur ce maillage raffine´ est bien plus grande que sur le maillage plus
grossier (np/〈np〉 = 19,7 contre 9,3). De plus, les amas apparaissent plus nombreux et leur structure plus
complexe sur le maillage raffine´. Le champ de np obtenu sur le maillage raffine´ est filtre´ sur une longueur
caracte´ristique de deux fois la taille des mailles (Fig. 4.8c). En terme de valeur maximal (n¯p/〈np〉= 9,9), de
nombre et de largeur, ce champ filtre´ est tout a` similaire a` celui obtenu sur le maillage grossier. La proce´dure
de projection e´tant un filtre, le formalisme eule´rien ne semble pas le mieux adapte´ pour e´tudier pre´cise´ment
la forme des amas particulaires en re´gime de concentration pre´fe´rentielle.
Re´cemment, Bec (2005) a mis en e´vidence une re´partition de type fractale de particules inertielles entraıˆne´es
par un champ turbulent synthe´tique pour certaines gammes de nombre de Stokes. Les mesures « naı¨ves » de
tailles caracte´ristiques des amas selon les e´q. (4.9) et (4.10) seraient alors non pertinentes.
Pour re´sumer, il n’a pas e´te´ possible de caracte´riser quantitativement la forme des amas de particules en
re´gime de concentration pre´fe´rentielle. Seule une mesure globale, qualitative (effet de l’inertie des parti-
cules) a e´te´ possible. Une description eule´rienne des zones des amas particulaires pre´sents en re´gime de
concentration pre´fe´rentielle ne´cessite des outils statistiques plus e´volue´s que ceux utilise´s dans ce travail.
Dans la suite, l’analyse portera sur les champs de vitesses particulaires.
4.2.3 Pre´diction des zones d’accumulations
Le champ instantane´ de np (champ colore´) et les lignes de niveaux de la divergence du champ de la
vitesse particulaire corre´le´e est pre´sente´ (Fig. 4.9a) pour le cas B1 peu de temps apre`s le de´but de la simu-
lation (t/τtf 0 = 0.5), lorsque les particules inte´ragissent le plus avec la turbulence fluide. La concentration
pre´fe´rentielle des particules est, logiquement, due a` la compressiblite´ du champ de vitesse corre´le´e, les
valeurs les plus grandes de np correspondent a` des re´gions de divergence du champ up ne´gatives. En uti-
lisant l’approche particulaire a` l’e´quilibre pour des particules a` tre`s petit nombre de Stokes (StK ≪ 1), la
divergence du champ de vitesse des particules peut s’e´crire en fonction du champ de vitesse fluide (Maxey
83
(a) (b)
(c)
FIG. 4.8 – Champs instantane´s de la densite´ de particules normalise´ par 〈np〉 dans le cas B3 a` t/τtf 0 = 3,5.
Chaque cellule de calcul est colore´e par la valeur brute du champ. Le maillage de projection des grandeurs
particulaires comporte 643 nœuds (a) ou 1283 nœuds (b). La figure (c) est le champ (b) apre`s un filtrage
boıˆte sur les 6 nœuds adjac¸ents (en 3D).
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FIG. 4.9 – Champs instantane´s de la densite´ nume´rique de particules (a) et de la fonction fluide indicatrice
de concentration pre´fentielle I f (eq. 4.11) (b). Les lignes suivent les contours de la divergence du champ
de vitesse corre´le´e ( ∂up, j∂x j τtf 0 = 0.34 : ligne tirete´e et
∂up, j
∂x j τ
t
f 0 = −0.34 : ligne continue). Cas B1 au temps
t/τtf 0 = 0.505.
(1987)) selon :
∂up,k
∂xk
≈ I f =−τp ∂u f ,i∂x j
∂u f , j
∂xi
(4.11)
en turbulence gele´e (champ de vitesse du fluide invariant dans le temps). La divergence du champ de vitesse
particulaire est positive dans les re´gions de forte vorticite´ ou de faible cisaillement fluide, et ne´gative ou` le
cissaillement domine la vorticite´ fluide. Ainsi, les particules s’accumulent dans les re´gions de faible vorticite´.
Le champ instantane´ est compare´ aux isocontours de la divergence du champ de vitesse corre´le´e particulaire
le cas B1 a` t/τtf 0 = 0.5 (Fig. 4.9b). La fonction I f est grande (les zones blanches correspondent a` des zones
de forte vorticite´ fluide), ou` la divergence de up est positive (lignes tirete´es). Les re´gions de divergence
ne´gative du champ de vitesse corre´le´e sont aussi bien pre´dites par le mode`le I f dans ce cas de particules
le´ge`res. Toutefois, une comparaison de´taille´e montre que les extrema de divergence sont sous-estime´s par le
mode`le.
Pour une analyse quantitative on introduit le coefficient standard de corre´lation (Salvetti et Banerjee (1994))
entre les champs A et B selon
c(AB) =
〈AB〉− 〈A〉〈B〉√
(〈A2〉− 〈A〉2)(〈B2〉− 〈B〉2) (4.12)
Si les champs A et B sont identiques a` une constante additive ou multiplicative pre`s le coefficient de
corre´lation vaut 1, sinon ce coefficient sera strictement infe´rieur a` l’unite´. La corre´lation entre I f et la
divergence du champ de vitesse corre´le´e des particules (Fig. 4.10a) est de 0,6 dans le cas B1 et de´croıˆt
avec l’augmentation de l’inertie des particules (0,4 et 0,1 pour les cas B2 et B3, ce qui correspond a` une
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FIG. 4.10 – (a) Evolution temporelle de la corre´lation entre les champs I f (e´q. 4.11) et la divergence du
champ de vitesse corre´le´e des particules. Cas B1 : ligne continue ; cas B2 : ligne pointille´e ; cas B3 : ligne
tirete´e. (b) Moyenne sur l’ensemble du domaine de calcul de I f conditionne´ par la valeur locale de ∂up, j∂x j a`
l’instant t/τtf 0 = 0.5. Cas B1 : ligne continue ; cas B2 : ligne pointille´e ; cas B3 : ligne tirete´e. La ligne mixte
(point-tiret) suit l’e´quation y = x.
grande diffe´rence entre les champs I f et ∂up, j∂x j ). Ceci est confirme´ par les moyennes des valeurs du mode`le
conditionne´es par la valeur locale de la divergence de up mesure´e (Fig. 4.10b). Si le mode`le e´tait exact, les
moyennes conditionne´es suivraient la droite d’e´quation y = x. Les moyennes conditionne´es sont croissantes
autour de ∂up, j∂x j = 0. Le mode`le sous-estime en moyenne les valeurs extreˆmes du champ de divergence. En
augmentant l’inertie des particules, la zone autour de ∂up, j∂x j = 0, ou` le mode`le est valable, se re´tre´cit. Dans le
cas B3, seules les zones ou` la divergence est nulle sont en moyenne correctement pre´dites. Comme pre´vu,
la mode´lisation de la divergence du champ de vitesse particulaire par une approche a` l’e´quilibre n’est plus
valable pour des particules trop inertielles.
4.3 Spectres des vitesses particulaires corre´le´es
On vient de voir que la concentration pre´fe´rentielle est cause´e par la compressibilite´ du champ de vi-
tesse corre´le´e. L’analyse spectrale de champs de vitesse compressible est plus complexe que dans le cas
incompressible, a` cause des fluctuations de densite´ (masse volumique ρ f en turbulence fluide, ou bien np
ici) et des interactions complexes entre les diffe´rents modes de transfert d’e´nergie (Bataille et Zhou (1999),
Bertoglio et al. (2001) en situation faiblement compressible).
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4.3.1 Description
Le spectre d’e´nergie cine´tique corre´le´e est de´fini a` partir du champ vitesse corre´le´e des particules :
Ep(k) =
1
2
ZZZ
uTFp,i (k)uT F∗p,i (k)δ(k−|k|)dk (4.13)
ou` T F est l’ope´rateur transforme´ de Fourier, la notation ∗ signifie complexe conjugue´. Un tel spectre est
parfois appele´ « spectre de puissance de la vitesse ». Ce spectre ne prenant pas en compte la variation de
la densite´ du nombre de particules, son inte´grale pour k variant entre 1 et +∞ donne la moyenne de Rey-
nolds de l’e´nergie corre´le´e et non pas sa moyenne de Favre q˜2p. A l’initialisation, le spectre de puissance
des vitesses corre´le´es correspond au spectre d’e´nergie cine´tique, car la re´partition des particules est uni-
forme. Kida et Orszag (1990) ponde`rent les vitesses par la racine carre´e de la densite´ (normalise´e par la
densite´ moyenne), l’inte´grale des spectres de puissance de cette nouvelle variable vaut la moyenne de Favre
de l’e´nergie cine´tique. Cette approche n’a pas e´te´ retenue, l’utilisation des spectres de puissance de vitesse
sans prise en compte des fluctuations de densite´ semblant eˆtre la plus utilise´e en turbulence monophasique
compressible (Erlebacher et al. (1990) ; Porter et al. (1994) ; Pavlovski et al. (2006)).
La figure 4.11 pre´sente les spectres de vitesses corre´le´es pour les cas B1, B2 et B3 aux instants t/τtf 0 = 0,
0,5, 1,01 et 3,51. Il n’a pas e´te´ possible de mesurer le spectre d’e´nergie corre´le´e des particules les plus
le´ge`re a` l’instant final du fait de la trop grande se´gre´gation des particules et des e´nergies a` petites e´chelles
trop faibles. Pour comparaison, le spectre d’e´nergie cine´tique du fluide est repre´sente´ par des cercles. Le
niveau de ce spectre diminue avec le temps sous l’action de la dissipation visqueuse, sa forme reste glo-
balement inchange´e. A l’initialisation, les spectres de vitesses particulaires correle´es sont tre`s proches du
spectre du fluide. Aux instants t/τtf 0 = 0,5, 1,01 et 3,5, ils suivent approximativement le spectre du fluide
aux plus grandes e´chelles (petit nombre d’onde k), le niveau des spectres particulaires diminue avec le
temps aux plus grandes e´chelles. Aux grands nombres d’onde, leurs niveaux sont supe´rieurs a` celui du
fluide apre`s t/τtf 0 = 0,5. Aux plus grandes e´chelles, l’augmentation de l’inertie des particules diminue
l’e´nergie corre´le´e. En revanche, l’e´nergie corre´le´e a` petite e´chelle augmente avec l’inertie des particules
aux instants t/τtf 0 = 0,5 et 1,01. A la fin de la simulation, le spectre particulaire mesure´ dans le cas B3 est
le´ge`rement infe´rieur a` celui du cas B2. Les spectres des vitesses corre´le´es semblent suivre une pente quasi-
ment constante a` petite e´chelle en k−2. La zone dans laquelle cette pente existe augmente avec le nombre de
Stokes : a` partir de k = 6 pour le cas B3 et de k = 18 pour le cas B2 a` l’instant t/τtf 0 = 1,01. Il semble que
le cas B1 des particules les plus le´ge`res pre´sente une telle pente dans son spectre pour k > 27 a` t/τtf 0 = 0.5
et pour 22 < k < 29 a` t/τtf 0 = 1,01 (le palier observe´ pour k > 29 est sans doute duˆ a` une erreur statistique).
L’influence de l’inertie des particules sur la forme des spectres est tre`s diffe´rente entre les grandes et les plus
petites e´chelles.
La forme des spectres de vitesses particulaires corre´le´es a` petite e´chelle est assez surprenante. Des pentes
constantes sont classiquement observe´es en e´coulement turbulent monophasique incompressible (re´sultats
expe´rimentaux de Comte-Bellot et Corrsin (1971), par exemple). Beaucoup de travaux tant the´oriques que
expe´rimentaux ou nume´riques existent sur de tels sujets (voir Hinze (1975) par exemple). Il convient donc
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FIG. 4.11 – Spectre de densite´ d’e´nergie de la vitesse fluide (cercle) et de la vitesse corre´le´e des particules
aux instants t/τtf 0 = 0, 0,5, 1 et 3,5. Cas B1 : ligne continue ; cas B2 : ligne pointille´e ; cas B3 : ligne tirete´e.
d’eˆtre extreˆmement prudent dans l’analyse et l’interpre´tation des spectres particulaires. A priori, une in-
terpre´tation « a` la Kolmogorov (1941) » n’est pas possible a` cause de la grande compressibilite´ de la phase
particulaire.
Pour essayer de comprendre d’ou` peut provenir une telle forme des spectres a` petite e´chelle, on peut se
demander si c’est une conse´quence de la me´thode de projection utilise´e. La me´thode de projection a e´te´
valide´e dans le chapitre 3. Les formes des spectres de vitesses corre´le´es obtenues par trois me´thodes de
projections diffe´rentes (cas A2-A2’, Fig. 3.9) sont tre`s similaires. La projection gaussienne a permis d’ob-
tenir des spectres converge´s avec le nombre de particules et inde´pendants du maillage de projection uti-
lise´ dans les cas A2-A2’. La me´thode de projection ne peut pas eˆtre mise en cause ici. Avant de proposer
une interpre´tation physique de la forme des spectres, l’influence des conditions initiales et des interactions
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FIG. 4.12 – Cas B3b.(a) Evolution temporelle des e´nergies : e´nergie turbulente du fluide (cercles), de
l’e´nergie moyenne des particules q2p (ligne continue), des e´nergies particulaires, corre´le´e q˜2p (ligne poin-
tille´e) et de´corre´le´e δq2p (ligne tirete´e). (b) Evolution temporelle du parame`tre de concentration pre´fe´rentielle
〈n2p〉/〈np〉2.
fluide-particules a` petite e´chelle sont teste´es.
4.3.2 Influence de la condition initiale
Pour tester l’influence de la condition initiale de vitesse des particules, le cas de simulation B3b est
re´alise´. Les particules sont initialement au repos (vitesse nulle). Comme dans les autres cas, le champ initial
de vitesse particulaire est continu, et l’e´nergie de´corre´le´e est nulle. L’e´nergie totale des particules augmente
pour atteindre son maximum a` t/τtf 0 = 1,5 et de´croıˆt ensuite (Fig. 4.12a). Jusqu’a` t/τtf 0 = 1, l’e´nergie des
particules est entie`rement sous forme corre´le´e (δq2p/q2p = 1% a` cet instant). A t/τtf 0 = 3, le niveau des
trois e´nergies particulaires, totale, corre´le´e et de´corre´le´e sont comparables au cas B3 (up = u f a` l’initialisa-
tion), de meˆme en ce qui concerne le parame`tre de concentration pre´fe´rentielle (Fig. 4.12b). La proportition
d’e´nergie sous forme de´corre´le´e est moins importante (maximum 20% de q˜2p a` t/τtf 0 = 3), ce qui permet
d’avoir des spectres de vitesse corre´le´e converge´s avec « seulement » 107 particules simule´es (contre 8 107
dans le cas B3).
Le de´veloppement temporel de ces spectres est pre´sente´ sur la figure 4.13. A l’instant t/τtf 0 = 0,5, le spectre
de vitesse particulaire corre´le´e est similaire a` celui du fluide de´cale´ vers le bas. En avanc¸ant dans la simula-
tion, le spectre particulaire s’approche de celui du fluide aux grandes e´chelles tout en restant au dessous de
celui-ci, alors qu’a` petite e´chelle il passe au dessus (a` partir de t/τtf 0 = 1), une pente se de´veloppe et persiste
(t/τtf 0 = 1,5, 2 et 3). On peut noter que cette pente n’est pas pre´sente tant que le parame`tre de concen-
tration pre´fe´rentielle est faible (< 1,2 environ) et que l’e´nergie de´corre´le´e est ne´gligeable (δq2p/q2p = 9% a`
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FIG. 4.13 – Spectre de densite´ d’e´nergie de la vitesse fluide (cercles) et de la vitesse corre´le´e des particules
(ligne continue) aux instants t/τtf 0 = 0,5, 1, 1,5 , 2, 2,5 et 3 dans le cas B3b. La ligne mixte (point-tiret)
suit k−2. 90
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FIG. 4.14 – Cas A2’.(a) Evolution temporelle des e´nergies : e´nergie turbulente du fluide (cercles), de
l’e´nergie moyenne des particules q2p (ligne continue), des e´nergies particulaires, corre´le´e q˜2p (ligne poin-
tille´e) et de´corre´le´e δq2p (ligne tirete´e). (b) Evolution temporelle du parame`tre de concentration pre´fe´rentielle
〈n2p〉/〈np〉2.
t/τtf 0 = 1,5). Le mouvement de´corre´le´ des particules ainsi que le phe´nome`ne de concentration pre´fe´rentielle
interviennent peut-eˆtre dans les me´canismes expliquant cette pente.
Cette condition initiale diffe´rente a conduit au de´veloppement d’une pente constante dans le spectre des
vitesses corre´le´es. Les champs initiaux de vitesses particulaires n’e´tant pas physiques au sens ou` des par-
ticules avec un nombre de Stokes important ne suivent pas exactement le fluide ou ne sont pas immobiles,
la pre´sence de cette pente a` petite e´chelle est peut-eˆtre lie´e a` l’instationnarite´ de la configuration e´tudie´e.
Des simulations DNS/DPS en re´gime permanent avec un forc¸age stochastique a` grande e´chelle de la phase
fluide (Fe´vrier et al. (2002)) et la reconstruction des champs me´soscopiques suivant la me´thode employe´e
ici (par exemple) pourraient lever cette incertitude sur l’influence des conditions initiales.
4.3.3 Interaction fluide-particule a` petite e´chelle
La pre´sence d’une pente aux grands nombres d’onde n’est observe´e que pour des particules les plus
inertielles (cas B2, B3 et B3b). A premie`re vue, ces particules lourdes ont un temps de re´ponse grand
et traversent les petites e´chelles sans avoir le temps d’interagir. Etant donne´ les limitations en terme de
couˆt de calcul de la DNS/DPS avec un nombre de particules suffisant pour obtenir des champs eule´riens
me´soscopiques fiables, il n’a pas e´te´ possible de simuler des e´coulements a` plus grand nombre de Reynolds.
Par l’absurde, l’influence des petites e´chelles est estime´e sur un cas a` tre`s faible Reynolds et un cas ou`
l’inertie des particules est infinie.
Le cas A2 correspondant a` un e´coulement fluide a` tre`s faible nombre de Reynolds (Ret = 13,6) est pre´sente´.
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FIG. 4.15 – (a) Spectre de de la vitesse corre´le´e des particules (ligne continue+symboles) aux instants
t/τtf 0 = 1,1 (cercles), 1,6 (carre´s), 2,1 (triangles hauts), 2,6 (triangles gauches), 3,2 (triangles bas), 3,6
(triangles droits), 4,2 (plus), 4,7 (multiplie´s). La ligne mixte suit k−2. Cas A2′ projete´ sur un maillage 1283.
(b) Spectre de l’e´nergie turbulente du fluide. Meˆme le´gende que (a). Cas A.
Les particules suivent, initialement, la vitesse du fluide. L’e´volution temporelle des e´nergies moyennes est
similaire aux cas a` plus grand Reynolds A1, A2 et A3 (Fig. 4.14a). L’e´nergie de´corre´le´e repre´sente au
maximum 14% de l’e´nergie cine´tique totale des particules. Le parame`tre de concentration pre´fe´rentielle
augmente durant toute la dure´e de la simulation pour atteindre presque 2 a` t/τtf 0 = 5 (Fig. 4.14b). Les
niveaux moyens des spectres d’e´nergies cine´tiques, du fluide et particulaire corre´le´e, diminuent avec le
temps (Fig. 4.15). Dans cet e´coulement a` tre`s faible Reynolds, l’essentiel de l’e´nergie turbulente fluide est
concentre´e sur les premiers nombres d’onde, le spectre du fluide plonge aux nombres d’onde plus grands. A
petite e´chelle, les spectres particulaires pre´sentent une zone, ou` la pente est constante. Ce cas de simulation
pre´sentant la plus grande zone a` pente contante dans le spectre Ep(k), la pente du spectre aux plus petites
e´chelles est e´value´e par re´gression, l’exposant moyen1 obtenu vaut −2,00±0,05.
Bien que dans le cas A, il n’existe pas de structures turbulentes aux nombres d’ondes supe´rieurs a` l’inverse
de l’e´chelle de Kolmogorov (η−1K = 9 et 5,9 aux temps t/τtf 0 = 0,53 et 4,7), le fluide frotte quand meˆme
sur les particules.
Pour tester par l’absurde, si ce frottement du fluide suffit pour expliquer la pre´sence d’une pente dans le
spectre des vitesses corre´le´es, le cas B∞ est re´alise´. La vitesse des particules est initialement la vitesse
du fluide a` leur position (comme dans les cas B1, B2 et B3), la force de traıˆne´e est suprime´e du code de
simulation si bien que les particules avancent continuement avec leur vitesse initiale. Le fluide n’agit pas sur
les particules, c’est le cas limite de particules avanc¸ant dans le vide, ou bien de particules avec un temps de
relaxation infini. L’e´nergie particulaire initialement totalement corre´le´e devient de plus en plus de´corre´le´e
1Moyenne sur les 8 temps pre´sente´s sur la Fig. 4.15.
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FIG. 4.16 – Cas B∞.(a) Evolution temporelle des energies : e´nergie turbulente du fluide (cercles), de
l’e´nergie moyenne des particules q2p (ligne continue), des e´nergies particulaires, corre´le´e q˜2p (ligne poin-
tille´e) et de´corre´le´e δq2p (ligne tirete´e). (b) Evolution temporelle du parame`tre de concentration pre´fe´rentielle
〈n2p〉/〈np〉2.
(Fig. 4.16a). Pour t/τtf 0 = 1, δq2p repre´sente de´ja 60% de l’e´nergie totale si bien que le crite`re de validite´ des
spectres n’est plus satisfait apre`s l’instant sauvegarde´ t/τtf 0 = 0.83. Les spectres des vitesses corre´le´es sont
pre´sente´s (Fig. 4.17b). Avec le temps, le niveau du spectre diminue aux grandes e´chelles, et augmente aux
grands nombres d’onde. Une zone avec une pente proche de −2 semble exister aux instants t/τtf 0 = 0,5 et
0,68. La force de traıˆne´e n’est donc pas directement responsable de la forme des spectres a` petite e´chelle.
4.4 Analyse des spectres des vitesses
Au vu des re´sultats pre´ce´dents, il semble que, pour des particules lourdes, il existe bien une pente en k−2
dans le spectre des vitesses particulaires corre´le´es a` plus petite e´chelle. Dans cette section, les effets de la
force de traıˆne´e et la compressibilite´ du champ de vitesse particulaire sont analyse´s. Enfin, une interpre´tation
physique de la forme des spectres de vitesse corre´le´e est propose´e.
4.4.1 Corre´lation des vitesses fluide-particule et effets de la traıˆne´e
Le spectre de corre´lation des vitesses fluide-particule (covariance) est de´fini (Kaufmann (2004)) par
E f p(k) =
1
4
ZZZ
(uT Ff ,i (k)uT F∗p,i + uTF∗f ,i (k)uT Fp,i (k))δ(k−|k|)dk (4.14)
Dans le cas B1, E f p est quasiment confondu avec le spectre du fluide E f (Fig. 4.18). Quand l’inertie des
particules augmente (cas B2 et B3), le niveau du spectre de corre´lation des vitesses fluide-particule est plus
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FIG. 4.17 – Spectre de de la vitesse corre´le´e des particules (ligne continue+symboles) aux instants t/τtf 0 = 0
(cercles), 0,17 (carre´s), 0,34 (triangles), 0,5 (plus), 0,68 (multiplie´s). La ligne discontinue point-trait suit
k−2. Cas B∞
faible que ceux des spectres fluide et particules aux petites e´chelles, alors qu’aux plus grandes e´chelles, il
est compris entre E f et Ep. A petite e´chelle, la vitesse particulaire corre´le´e est peu corre´le´e avec la vitesse
du fluide.
D’apre`s Kaufmann (2004), l’e´quation d’e´volution du spectre des vitesses corre´le´es peut se mettre sous la
forme :
∂
∂t Ep(k)−Tp(k)−T
P
p (k)+Dp(k)+ Φp(k) = 0 (4.15)
ou` Tp(k) repre´sente le transfert par convection, T Pp (k) l’effet du terme de « pression dilatation » particulaire,
Dp(k) la dissipation par le mouvement de´corre´le´ et Φp(k) l’effet de la force de traıˆne´e. Seul ce dernier terme
est e´tudie´ par la suite. La re´partition spectrale de la force de traıˆne´e sur l’e´volution du spectre des vitesses
corre´le´es des particules s’exprime en fonction des spectres des vitesses particulaires corre´le´es et du spectre
des corre´lations des vitesses fluide-particules selon :
Φp(k) =−Ep(k)
τp
(1−C f p(k)) (4.16)
ou` C f p(k) est un coefficient de corre´lation spectrale fluide-particule :
C f p(k) =
E f p(k)
Ep(k)
(4.17)
Si ce coefficient est proche de 1, le spectre des vitesses corre´le´es particulaires est essentiellement de´termine´
par l’interaction des particules avec le fluide, il existe alors un e´quilibre de type Tchen-Hinze entre les
spectres Ep et E f p. Un tel e´quilibre existe aux plus petits nombres d’onde dans les cas B1 et B2 a` t/τtf 0 = 1
et dans le cas B2 a` t/τtf 0 = 3 (Fig. 4.19). Dans le cas B3, la force de traıˆne´e est productrice d’e´nergie corre´le´e
aux grandes e´chelles, cette e´nergie est transfe´re´e aux plus grands nombres d’onde par les termes de transfert
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FIG. 4.18 – Spectres des vitesses fluides (cercles), particules (lignes continues) et fluide-particules (lignes
pointille´es) a` t/τtf 0 = 1 pour les cas B1, B2 et B3.
inter-e´chelles. Aux petites e´chelles, C f p est quasiment nul dans tous les cas pre´sente´s, ce qui indique que les
vitesses particulaires corre´le´es ne sont pas corre´le´es avec les vitesses du fluide a` ces e´chelles.
Pour expliquer, l’interaction (ou non) des particules avec les petites e´chelles du fluide, on peut comparer
le temps de relaxation des particules a` un temps caracte´ristique des e´chelles turbulentes de nombre d’onde
k. On peut supposer que « les particules inte´ragissent (ou pas) avec les e´chelles du fluide dont le temps
caracte´ristique est supe´rieur (ou infe´rieur) au temps de relaxation τp des particules ». La traıˆne´e agissant
comme filtre passe bas en fre´quence, les particules ne voient que les e´chelles ayant un grand temps ca-
racte´ristique. Diffe´rents temps caracte´ristiques d’une e´chelle fluide de taille k peuvent eˆtre de´finis.
Tout d’abord, le temps de retournement d’une e´chelle de nombre d’onde k de l’e´coulement fluide est obtenu
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FIG. 4.19 – Coefficient spectral de corre´lation fluide-particule C f p(k) (e´q. 4.17) aux instants t/τtf 0 = 1 et 3
dans les cas B1 (ligne continue, seulement a` t/τtf 0 = 1), B2 (ligne pointille´e) et B3 (ligne tirete´e).
a` partir du spectre des vitesses (Hinze (1975)) :
τuf (k) = [
2
3
k3E f (k)]−
1
2 (4.18)
La figure 4.20a pre´sente l’e´volution de ce temps caracte´ristique cine´matique fluide avec la taille de l’e´chelle.
Les e´chelles du fluide qui inte´ragissent avec les particules selon ce mode`le seraient telles que τuf (k) ≥ τp.
Ainsi, les particules inte´ragissent avec toutes les e´chelles du fluide dans les cas B1 et B2, alors que dans
le cas B3 des particules les plus lourdes, seules les plus petites e´chelles fluide agissent sur les particules.
La pre´diction de ce mode`le n’est conforme ni aux re´sultats pre´ce´demment obtenus ni a` la physique de
l’e´coulement. En effet, des e´chelles plus petites que la longueur de Kolmogorov ont, certes, un temps ca-
racte´ristique de retournement tre`s grand, mais aussi une dure´e de vie quasi-nulle et ne peuvent donc agir
sur les particules. Le temps cine´matique n’est manifestement pas l’e´chelle temporelle fluide pertinente de
ce proble`me.
D’apre`s Fede et Simonin (2006), on peut de´finir un temps caracte´ristique τ<f (k) des e´chelles du fluide plus
petites que k par le rapport de l’e´nergie et de la dissipation des e´chelles plus petites que k (note´e q2<f et ε<f )
selon :
q2<f (k) =
Z
∞
k
E f (k′)dk′ (4.19)
ε<f (k) =
Z
∞
k
2ν f k′2E f (k′)dk′ (4.20)
τ<f (k) =
q2<f (k)
ε<f (k)
(4.21)
La borne supe´rieure des inte´grales est, en pratique, remplac¸e´e par le plus grand nombre d’onde re´solu (k =
32), ce qui induit une erreur dans le calcul de τ<f (k) aux nombres d’onde proches de 32. On conside´ra que
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FIG. 4.20 – (a) Comparaison des temps de relaxation des particules τp (lignes horizontales) et du temps
caracte´ristique cine´matique fluide τuf (k) (e´q. 4.18) en fonction du nombre d’onde k de l’e´chelle a` l’instant de
simulation t/τtf 0 = 1. Les lignes horizontales repre´sentent les valeurs du temps de relaxation des particules
τp pour les cas B1 (ligne continue), B2 (ligne pointille´e) et B3 (ligne tirete´e). (b) meˆme le´gende que (a) le
temps cine´matique est remplac¸e´ par le temps caracte´ristique de l’ensemble des e´chelles plus petites que k,
τ<f (k) (e´q. 4.21).
l’e´volution de τ<f (k) e´value´e ainsi est qualitativement correcte. Le temps τ<f (k) vaut le temps de dissipation
Tε f de l’e´nergie turbulente en k = 0. Ce temps τ<f (k) a e´te´ choisi pour eˆtre compare´ a` τp par analogie avec la
mode´lisation du temps turbulent lagrangien τtf proportionnelle au temps de dissipation (voir e´q. 1.32-1.33),
qui est utilise´ pour construire le nombre de Stokes St. τ<f (k) de´croit quand k augmente (Fig. 4.20b) a` cause
de la de´croissance de type exponentiel du spectre d’e´nergie turbulente E f (k) dans cette e´coulement a` faible
Reynolds. τ<f (k) est supe´rieur a` τp aux plus grandes e´chelles et infe´rieur au plus petites. Si l’on conside`re
que les particules ne sont pas sensibles aux e´chelles turbulentes dont τ<f (k) < τp, alors les particules lourdes
seraient corre´le´es avec le fluide aux grandes e´chelles. Le nombre d’onde a` partir duquel les particules ne
sont plus influenc¸e´es par le fluide augmente quand l’inertie des particules diminue. Ces pre´dictions sont en
accord avec les re´sultats pre´ce´dents, τ<f (k) est peut-eˆtre l’e´chelle de temps fluide pertinente.
4.4.2 Compressibilite´ du champ de vitesse
Le champ de vitesse particulaire corre´le´e up est de´compose´ en partie sole´noı¨dale usp et compressible ucp.
Cette de´composition est unique en e´coulement homoge`ne et est effectue´e dans l’espace de Fourier selon :
T F(usp) = T F(up)−
k.T F(up)
k2 k (4.22)
T F(ucp) = T F(up)−TF(usp) (4.23)
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FIG. 4.21 – Evolution du rapport entre l’e´nergie cine´tique compressible et l’e´nergie cine´tique totale pour
le fluide (cercle) et l’e´nergie corre´le´e particulaire χp (e´q. 4.24). Cas B1 : ligne continue ; cas B2 : ligne
pointille´e ; cas B3 : ligne tirete´e.
ou` l’ope´rateur T F signifie transforme´e de Fourier. Les spectres d’e´nergies corre´le´es, sole´noı¨dale Esp et com-
pressible Ecp, sont de´finis a` partir de usp et ucp (Kaufmann (2004)). Les vitesses sole´noı¨dales et compres-
sibles e´tant orthogonales, la somme de ces spectres est le spectre des vitesses particulaires corre´le´es totales,
Ep(k) = Esp(k)+ Esp(k). Le rapport entre l’e´nergie compressible totale et l’e´nergie totale est note´ χp :
χp =
R
∞
0 Ecp(k)dkR
∞
0 Ep(k)dk
(4.24)
La proportition d’e´nergie compressible augmente au de´but de la simulation, puis diminue et se stabilise
apre`s 2τtf (Fig. 4.21) dans les cas B2 et B3. Dans le cas B1, le palier n’est pas pre´sent et χp vaut 1,5% en
fin de simulation. χp augmente avec l’inertie des particules et repre´sente pendant la phase de stabilisation
5% et 4% pour les cas B2 et B3. A titre indicatif le ratio χ f est aussi reporte´ sur la figure 4.21. L’e´nergie
compressible du fluide est en moyenne de 0,3% (maximum 0,6%), l’e´coulement fluide peut le´gitiment eˆtre
conside´re´ comme incompressible.
Les spectres des e´nergies, corre´le´e totale, sole´noı¨dale et compressible, permettent d’e´valuer la re´partition
spectrale de ces e´nergies (Fig. 4.22). Le spectre d’e´nergie compressible de´croıˆt avec la taille des e´chelles
conside´re´es. A petite e´chelle, les spectres sont paralle`les (avec une pente en k−2) pour des nombres d’onde
supe´rieurs a` 20 et 12 pour les cas B2 et B3.
La re´patition spectrale est e´value´e par le coefficient spectral de compressibilite´ de´fini par le rapport des
spectres des vitesses particulaires compressible et totale :
Cpc(k) =
Ecp(k)
Ep(k)
(4.25)
L’e´nergie des grandes e´chelles est principalement sous forme incompressible (Fig. 4.23), toutefois la com-
pressibilite´ du champ de vitesse augmente avec l’inertie des particules. A petite e´chelle, les e´nergies sole´noı¨dales
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FIG. 4.22 – Spectre des e´nergies cine´tiques particulaires : corre´le´e totale (ligne continue), sole´noı¨dale (ligne
tirete´e) et compressible (ligne pointille´e) a` l’instant t/τtf 0 = 1.
et compressibles sont du meˆme ordre de grandeur. A petites e´chelles, Cpc(k) atteint un palier a` une valeur de
0,4 inde´pendemment de l’inertie des particules conside´re´s ici, la valeur du palier se maintient dans le temps.
Le palier est atteint pour des valeurs de k plus faibles quand l’inertie des particules augmentent. Ce palier
semble a` peu pre`s correspondre a` la zone a` pente constante du spectre Ep(k).
Lien entre compressibilite´ du champ de vitesse et concentration pre´fe´rentielle. Il est e´tonnant de
constater que c’est dans le cas B3 pre´sentant le moins de concentration pre´fe´rentielle (comparativement
aux cas B1 et B2) que la proportion moyenne d’e´nergie compressible est la plus importante (de meˆme
l’e´nergie compressible totale, il ne s’agit pas d’une conse´quence de l’adimentionnement). L’essentiel de
l’e´nergie particulaire corre´le´e compressible est aux grandes e´chelles, la compressibilite´ des grandes e´chelles
du mouvement particulaire corre´le´ n’est donc pas une explication suffisante du phe´nome`ne de concentration
pre´fe´rentielle dans le formalisme eule´rien me´soscopique. Il semble qu’il faille prendre en compte d’autres
grandeurs telles que les petites e´chelles du mouvement corre´le´ et l’e´nergie de´corre´le´e.
4.4.3 Interpre´tation de la forme des spectres
Au vu des re´sultats pre´ce´dents, les spectres des vitesses particulaires corre´le´es Ep(k) pre´sentent deux
zones distinctes (le nombre d’onde de transition est note´ ktrp ) : aux plus grandes e´chelles les vitesses particu-
laires corre´le´es « ressemblent » a` la vitesse fluide (C f p ≥ 1) a` cause des interactions entre les deux phases
par la force de traıˆne´e, alors que la vitesse aux plus petites e´chelles n’est pas corre´le´e avec le fluide. Pour
k > ktrp , Ep(k) pre´sente une pente constante en k−2, cette zone correspond aussi a` une re´partition constante
entre les e´nergies compressible et sole´noı¨dale (Esp(k)/Ecp(k)≈ 1,5), la pente du spectre Ep(k) est proche de
k−2.
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FIG. 4.23 – Coefficient spectral de compressibilite´ de la vitesse particulaire corre´le´e Cpc(k) (e´q. 4.25) aux
instants t/τtf 0 = 1, et 3 dans les cas B1 (ligne continue, seulement a` t/τtf 0 = 1), B2 (ligne pointille´e) et B3
(ligne tirete´e).
En e´coulement turbulent supersonique, des spectres d’e´nergie cine´tique en k−2 sont classiquement ren-
contre´s : ainsi Porter et al. (1992) initialisent une THI a` l’aide d’un champ turbulent synthe´tique, dans une
premie`re phase le spectre de puissance des vitesses pre´sente une pente en k−2 qui se transforme dans une
deuxie`me phase en pente proche de k− 53 (spectre de Kolmogorov (1941)). Cette zone est associe´e a` un
re´gime ou` les structures assurant la dissipation de l’e´nergie cine´tique sont des surfaces, des chocs. Cela peut
eˆtre de´montre´ mathe´matiquement sur l’e´quation de Burgers (voir Fournier et Frisch (1983) par exemple),
qui est une e´quation de convection 1D, conside´re´e comme un mode`le simplifie´ des e´quations de Navier-
Stokes.
Les champs instantane´s de la dissipation de l’e´nergie particulaire corre´le´e par le mouvement de´corre´le´
δR∗p,i j
∂up,i
∂x j sont pre´sente´s (Fig. 4.24). Ce terme est quasiment nul dans les zones e´loigne´es des amas, et
ne´gatif autour des amas de particules. Il pre´sente aussi quelques valeurs positives a` l’inte´rieur des amas dans
les cas des particules les plus inertielles. De plus, on a vu que le champ de densite´ du nombre de particules
pre´sente une grande inhomoge´ne´ite´ (Fig. 4.8). Un sce´nario analogue a` celui de la turbulence supersonique
est envisageable pour expliquer une pente en k−2 du spectre Ep(k) aux grands nombres d’onde, la forme des
structures dissipatives e´tant quasiment des surfaces.
4.4.4 De´termination nume´rique de ktrp
Le nombre d’onde de transition ktrp peut eˆtre e´value´ de deux manie`res diffe´rentes et inde´pendantes : a`
partir du coefficient de corre´lation fluide-particule (4.17), ou bien a` partir du coefficient spectral de com-
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FIG. 4.24 – Isocontour de densite´ du nombre de particules (lignes) et de dissipation par mouvement de´corre´le´
δR∗p,i j
∂up,i
∂x j /|〈δR∗p,i j
∂up,i
∂x j 〉p| a` t/τtf 0 = 0,5. Le maillage de projection des grandeurs particulaires comporte 643
nœuds. np/〈np〉= 1 : ligne continue ; np/〈np〉= 2 : ligne pointille´e.
101
Cas B2 Cas B3
1 10 100
kp
tr(t)
0
1
2
3
4
t/τ
ft (t=
0)
1 10 100
kp
tr(t)
0
1
2
3
4
t/τ
ft (t=
0)
FIG. 4.25 – Evolution temporelle des nombres d’onde de transition ktrp mesure´s avec le coefficient spectral de
corre´lation fluide-particule (e´q. 4.26 ; ligne continue) ou de compressibilite´ de la phase particulaire (e´q. 4.27 ;
ligne tirete´e).
pressibilite´ (4.25) de la vitesse particulaire corre´le´e :
C f p(ktrp ) =
1
2
(max
k
(C f p(k))+ min
k
(C f p(k))) (4.26)
Cpc(ktrp ) =
1
2
(max
k
(Cpc(k))+ min
k
(Cpc(k))) (4.27)
Nume´riquement, ktrp est obtenu en utilisant une interpolation line´aire des coefficients spectraux C f p(k) et
Cpc(k). Cette mesure a e´te´ choisie pour la simplicite´ de sa mise en œuvre nume´rique. Les re´sultats obtenus
par les deux me´thodes sont comparables (Fig. 4.25). A l’initialisation, la mesure de ktrp est de 28 avec les deux
me´thodes, ce qui est proche du nombre d’onde maximum de´tectable 32. Apre`s avoir atteint un minimum a`
t/τtf 0 = 1 dans le cas B2 et a` t/τtf 0 = 1,5 dans le cas B3, ktrp augmente puis se stabilise. On retrouve que ktrp
diminue avec l’inertie des particules.
Diffe´rents essais pour de´terminer the´oriquement ktrp , en particulier en comparant τ<f (ktrp ) a` τp, se sont re´ve´le´s
infructueux du fait de la difficulte´ de la mesure de ces quantite´s. L’instationnarite´ de la configuration ne
facilite pas non plus l’analyse.
4.5 Test a priori des mode´lisations du mouvement de´corre´le´
Les transferts entre les diffe´rents grandeurs, les me´canismes physiques mis en jeu ont e´te´ analyse´s. Nous
nous interesserons maintenant a` la mode´lisation des effets du mouvement de´corre´le´ des particules.
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FIG. 4.26 – Comparaison de la RUE moyenne (lignes sans symbole) et des pre´dictions du mode`le empirique
de Fe´vrier et al. (2005) donne´ par l’e´q. (4.28) (lignes+cercles). Cas B1 : ligne continue ; cas B2 : ligne
pointille´e ; cas B3 : ligne tirete´e.
4.5.1 Mode´lisation sans e´quation de transport suple´mentaire
Fe´vrier et al. (2005) propose un mode`le semi-empirique pour l’e´nergie particulaire de´corre´le´e moyenne
en turbulence homoge`ne isotrope stationnaire. Les variations de la RUE de´pendent au premier ordre de la
densite´ du nombre de particules (Kaufmann et al. (2006b)). Les pre´dictions de ces deux mode`les sont teste´s
sur les re´sultats de simulation Lagrangiennes pre´ce´demment de´crits.
Mode`le semi-emprique de Fe´vrier
Le mode`le semi-empirique de Fe´vrier et al. (2005) permet de pre´dire le niveau moyen de l’e´nergie
particulaire de´corre´le´e en fonction du temps turbulent lagrangien le long de la trajectoire des particules en
THI stationnaire (e´q. 2.20). Il est base´ sur l’observation empirique suivante :
δq2p ≈ (
4q2f @pq˜2p
q2f p
−1)q˜2p (4.28)
L’e´nergie de´corre´le´e moyenne est compare´e aux pre´dictions de l’e´quation (4.28) pour les cas B1, B2 et B3
(fig. 4.26). Le mode`le permet bien de reproduire l’e´volution temporelle de la RUE moyenne. L’e´volution en
fonction de l’inertie des particules est qualitativement correcte. Quantitativement, les variations du niveau
d’e´nergie de´corre´le´e avec l’inertie sont sous-estime´es : dans le cas des particules les plus le´ge`res la RUE
pre´dite est d’un ordre de grandeur trop e´le´ve´e (lignes continues) alors qu’elle est 50% trop faible pour le cas
avec le nombre de Stokes le plus grand.
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FIG. 4.27 – Champs instantane´s de l’e´nergie de´corre´le´e (normalise´e par sa moyenne δq2p) a`u temps t/τtf 0 = 1
pour les cas B1, B2 et B3. Les lignes suivent les contours de densite´ du nombre de particules : np/〈np〉= 1 :
lignes continues ; np/〈np〉= 1,5 : lignes tirete´es.
Mode`le de pression isentropique
Ce mode`le permet d’e´viter la re´solution d’une e´quation de transport supple´mentaire. Il est base´e sur
l’ide´e que l’e´nergie non corre´le´e est uniquement lie´e a` la divergence du champ de vitesse corre´le´e et donc a`
la densite´ du nombre de particules np selon
δθp = A n
2
3
p (4.29)
ou` A peut eˆtre obtenu en THI par le mode`le semi-empirique de Fe´vrier. Ici, A est directement e´value´ a` partir
des re´sultats de simulation. La figure 4.27 pre´sente les champs instantane´s d’e´nergie de´corre´le´e pour les cas
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FIG. 4.28 – Moyenne de la RUE conditionne´e par la densite´ locale de particules aux temps t/τtf 0 = 1
(ligne continue), t/τtf 0 = 2 (ligne pointille´e) et t/τtf 0 = 3 (ligne tirete´e). Le mode`le de pression isentropique
(〈δθp|np〉= An
2
3
p ) est repre´sente´ par les cercles.
B1, B2 et B3. Les zones de concentration pre´fe´rentielle de particules sont repe´re´es par des isocontours (pour
np/〈np〉= 1 et 1,5). δθp est, principalement, localise´e dans et autour des amas. La re´partition spatiale de δθp
est corre´le´e avec le champ de np. Les moyennes de la RUE locale conditionne´es par la densite´ du nombre de
particules 〈δθp|np〉 sont pre´sente´es pour les diffe´rents cas et compare´es au mode`le de pression isentropique
sur la figure 4.28. L’espace des densite´s du nombre de particules est discre´tise´ en plusieurs intervalles. La
moyenne de la RUE est ensuite calcule´e pour chaque intervalle de np. Les moyennes conditionne´es sont
trace´es pour trois instants (t/τtf 0 = 1, 2, 3) dans les cas B2 et B3 et seulement a` t/τtf 0 = 1 pour le cas
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B1, l’e´nergie de´corre´le´e moyenne e´tant trop faible pour mesurer des moyennes conditionne´es aux autres
instants de simulation. En accord avec le mode`le, l’e´nergie corre´le´e est plus grande dans les zones ou` le
nombre de particules est grand. L’e´volution de δθp en np
2
3 n’est pas pre´sente. Pour le cas B2, cette e´volution
est plutoˆt en np0,5. Dans le cas B3, la moyenne de δθp conditionne´e par np est a` peu pre`s horizontale pour
np/〈np〉> 1,5, l’e´nergie de´corre´le´e de´pend peu du nombre de particules dans les cellules ou` la concentration
en particules est importante. Le mode`le de pression isentropique semble peu adapte´.
4.5.2 Mode`le de viscosite´ + e´quation δθp
Les variables retenues sont la densite´ du nombre de particules np, la vitesse corre´le´e up et l’e´nergie
de´corre´le´e δθp. En utilisant ce jeu de cinq e´quations, les termes a` mode´liser sont la partie de´viatrice du
tenseur des corre´lations doubles de vitesses non-corre´le´es (RUV) dans l’e´quation de up et le flux par les
corre´lations triples dans l’e´quation de δθp.
Corre´lations doubles de vitesses non-corre´le´es
Mode`le de viscosite´ Le mode`le de viscosite´ pre´sente´ dans le chap. 2 (e´q. 2.43- 2.44). Il a e´te´ obtenu sous
deux hypothe`ses : l’e´quilibre production dissipation des corre´lations doubles et une faible anisotropie. Pour
rappel, le mode`le de viscosite´ due au mouvement de´corre´le´e est :
δR∗p,i j = −
τp
3 δθp[
∂up,i
∂x j
+
∂up, j
∂xi
− 23
∂up,k
∂xk
δi j] (4.30)
Un tel mode`le de viscosite´ RUV est parfaitement justifie´ lorsque le nombre de Kundsen est infe´rieur a`
l’unite´. Le nombre de Kundsen est de´fini pour un e´coulement fluide par le rapport du libre parcours moyen
d’une mole´cule et la plus petite e´chelle de variation du champ de vitesse me´soscopique :
Kn =
lδ
lm
(4.31)
Dans le cadre du formalisme Eule´rien me´soscopique, lδ peut eˆtre e´value´ a` l’aide de l’e´nergie de´corre´le´e et
du temps de relaxation des particules τp et lm avec l’e´nergie corre´le´e q˜2p et des gradients de vitesse corre´le´ :
lδ =
√
2
3
δq2pτp (4.32)
lm =
√
2
3 q˜
2
p
|Sp| (4.33)
Knp =
√
δq2p
q˜2p
τp|Sp| (4.34)
ou` |Sp| est la norme du tenseur de cisaillement de´finie par |Sp|2 = 2Sp,i jSp,i j. Il est aussi possible de de´finir
un nombre de Knudsen par un rapport d’e´chelles temporelles : le temps de relaxation des particules et de
variation du champ de vitesse corre´le´e (Simonin et al. (2002)),
Knp′ = τp|S(up)| (4.35)
106
(a) (b)
0 1 2 3 4
t/τf
t(t=0)
10−2
10−1
100
101
Kn
p
0 1 2 3 4
t/τf
t(t=0)
10−1
100
101
Kn
p’
FIG. 4.29 – Evolution des nombres des Knudsen particulaires. (a) Knp de´finis par les e´q. (4.32)-(4.34). (b)
Kn′p de´finis par l’e´q. (4.35). Cas B1 : ligne continue ; cas B2 : ligne pointille´e ; cas B3 : ligne tirete´e.
Les e´volutions temporelles de Knp et Knp′ sont pre´sente´es sur la figure 4.29. Le choix de la de´finition du
Knudsen particulaire n’est actuellement pas clair2. La de´finition du Knudsen particulaire Knp (e´q. 4.32-4.34)
a le bon gouˆt de donner un Knudsen nul si les particules suivent exactement le fluide (RUE nulle). Quelque
soit la de´finition adopte´e, ce nombre augmente avec l’inertie des particules. Sur les trois cas e´tudie´s, ce
nombre est trop important pour justifier la validite´ du mode`le de viscosite´ pre´sente´ (pour un fluide, la va-
lidite´ des e´quations de Navier-Stokes est mise en de´faut pour un nombre de Knudsen de´passant 10−3). Par
exemple dans le cas extreˆme de nuages interstellaires d’hydroge`ne non ionise´, le nombre microscopique de
Knudsen (e´q. 4.31) vaut environ 16 et le rapport des temps inter-collisionnel et de la plus petite e´chelle de la
turbulence est de 132 (Spitzer (1968) cite´ par Tennekes et Lumley (1972)).
Les coefficients de corre´lation direct et contracte´ entre ce mode`le et le terme exact sont compare´s pour les
cas B1, B2 et B3 sur la figure 4.30. Le coefficient de corre´lation direct compare les termes npδR∗p,12 me-
sure´ et mode´lise´, alors que, pour le coefficient contracte´, la comparation est effectue´e au niveau du terme
npδR∗p,12
∂up,i
∂x j qui intervient dans l’e´quation locale de l’e´nergie corre´le´e. Ces deux types de corre´lations sont
appele´s aussi corre´lation aux niveaux tensorielle et scalaire dans la litte´rature (Clark et al. (1979)).
Les champs de δR∗p,i j
∂up,i
∂x j pre´sentent en majorite´ des valeurs ne´gatives (Fig. 4.31, ligne continue), ce terme
est donc globalement un terme de dissipation de l’e´nergie corre´le´e par le mouvement de´corre´le´ des parti-
cules. Plus pre´cise´ment, lorsque l’inertie des particules augmente, la probabilite´ que ce terme soit positif,
2Dans la the´orie cine´tique des gaz, deux de´finitions du nombre de Knudsen caracte´risant le domaine de validite´ des e´quations de
Navier-Stokes peuvent apparaıˆtre. Par un de´veloppement de Chapmann Enskog de la PDF des vitesses des mole´cules intervenant
dans l’ope´rateur de collision de l’e´quation de Boltzmann, le nombre de Knudsen est un rapport de longueurs caracte´ristiques (par
exemple Graham (2002)). Si un de´veloppement de Grad (1939) est utilise´, alors le Knudsen sera un rapport de temps caracte´ristiques
(Jenkins et Richman (1985)).
107
(a) (b)
0 1 2 3 4
t/τf
t(t=0)
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
co
rr
e
la
tio
n
0 1 2 3 4
t/τf
t(t=0)
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
co
rr
e
la
tio
n 
co
ef
fic
ie
nt
FIG. 4.30 – Coefficients de corre´lation direct (a) et contracte´ (b) entre le champ exact de δR∗p,i j et le mode`le
de viscosite´ RUV. Cas B1 : ligne continue ; cas B2 : ligne pointille´e ; cas B3 : ligne tirete´e.
c’est a` dire que le mouvement de´corre´le´ produise de l’e´nergie corre´le´e, augmente : 0,3%, 3% et 25% de
valeurs positives pour les cas B1, B2 et B3. Les PDF du mode`le de viscosite´ RUV (e´q. 4.30) sont pre´sente´es
en ligne tirete´e sur la figure 4.31abc. Pour les cas B1 et B2, la PDF de dissipation est bien reproduite par
le mode`le de viscosite´. Par construction, le mode`le de viscosite´ n’est pas capable de pre´dire la production
de d’e´nergie corre´le´e par le mouvement de´corre´le´. Dans le cas B3, le mode`le de viscosite´ sous-estime la
probabilite´ d’obtenir de grandes valeurs ne´gatives du terme δR∗p,i j
∂up,i
∂x j .
Les moyennes des dissipations RUV pre´dites par le mode`le, conditionne´es par la valeur locale du terme
exact3 pour les trois cas sont pre´sente´es (Fig. 4.31d). Dans les cas B1 et B2, le mode`le de viscosite´ pre´dit
correctement les moyennes conditionne´es pour les valeurs ne´gatives du terme δR∗p,i j
∂up,i
∂x j (lignes continues et
pointille´es proches de la ligne mixte d’e´quation y = x). Aux emplacements ou` ce terme est fortement positif,
le mode`le de viscosite´ pre´dit des valeurs fortement ne´gatives. Cela peut, en partie, expliquer la moindre
performance du mode`le dans le cas des particules les plus inertielles.
Pour la comparaison des PDF, un coefficient multiplicatif a e´te´ introduit dans le mode`le de viscosite´ pour
ajuster sa valeur moyenne avec la dissipation RUV moyenne mesure´e. Ce coefficient est de l’ordre de l’unite´
(Fig. 4.32) et diminue quand l’inertie des particules augmente (2,0, 1,1 et 0,36 en moyenne pour les cas B1,
B2 et B3). Dans le cas B3b (meˆmes particules que pour B3 mais initialisation a` vitesse nulle), le coefficient
correcteur est tre`s proche de celui du cas B3 et vaut 0,32 en moyenne. Enfin, ce coefficient augmente avec
le temps sauf dans le cas B3b ou` il est a` peu pre`s constant durant le temps de simulation. La totalite´ des
3Les moyennes conditionne´es permettent de juger l’e´fficacite´ d’un mode`le et sont pre´fe´re´es ici a` l’utilisation de nuages de
points souvent illisibles. Ces moyennes conditionne´es sont pre´sente´es adimentionnalise´es de telle sorte qu’un model parfait a` une
constante multiplicative pre`s suit la droite d’e´quation y = x. Si le mode`le ne pre´sente aucune corre´lation avec le terme exacte, la
moyenne conditionne´e est une droite horizontale.
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FIG. 4.31 – (abc) PDF de la dissipation due a` la vitesse de´corre´le´e (δR∗p,i j ∂up,i∂x j ) exacte (ligne continue) et
mode´lise´ par le mode`le de viscosite´ donne´ par l’e´q. (4.30) a` l’instant t/τtf = 1. (d) Moyenne de la dissipation
δR∗p,i j
∂up,i
∂x j pre´dite par le mode`le de viscosite´, conditionne´e par la valeur mesure´e (« exacte ») a` l’instant
t/τtf = 1. Cas B1 : ligne continue ; cas B2 : ligne pointille´e ; cas B3 : ligne tirete´e ; droite d’e´quation y = x :
ligne mixte.
e´chelles dissipatives n’e´tant pas re´solue sur le maillage de projection utilise´, les tests a priori ne permettent
pas de prescrire une valeur optimale de la constante.
Par ailleurs, pour reme´dier aux limitations du mode`le de viscosite´ teste´ (particules « pas trop » inertielles,
pre´sence de valeurs positives du terme de dissipation), on peut se demander :
A-t’on inte´reˆt a` utiliser un mode`le de viscosite´ plus ge´ne´ral ? D’apre`s Pope (1975) en e´coulement mo-
nophasique avec une approche RANS, l’hypothe`se de base des mode`les de viscosite´ turbulente est que le
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FIG. 4.32 – Coefficient multiplicatif ne´cessaire pour ajuster la dissipation du mode`le de viscosite´ a` la
moyenne de la dissipation RUV mesure´e. Cas B1 : ligne continue ; cas B2 : ligne pointille´e ; cas B3 :
ligne tirete´e ; cas B3b : ligne tirete´e + cercles.
tenseur de Reynolds ne de´pend que de grandeurs locales, les termes de transport des contraintes de Reynolds
doivent eˆtre ne´gligeables.
En ne´gligeant les termes de transport par le mouvement corre´le´ et par le mouvement de´corre´le´ dans l’e´quation
bilan de δRp,i j (e´q 2.35), on obtient un e´quilibre entre la production par les gradient locaux de vitesse
corre´le´e et la dissipation par la force de traıˆne´e :
δRp,m j
∂up,i
∂xm
+ δRp,im
∂up, j
∂xm
+
2
τp
δRp,i j = 0 (4.36)
En de´composant δRp,i j en partie de´viatrice δR∗p,i j et sphe´rique, l’e´quation pre´ce´dente prend la forme :
δR∗p,i j +
τp
2
[δR∗p,m j
∂up,i
∂xm
+ δR∗p,im
∂up, j
∂xm
− 2
3
δR∗p,mk
∂up,k
∂xm
] =−νRUV [∂up,i∂x j +
∂up, j
∂xi
− 2
3
∂up,k
∂xk
δi j] (4.37)
Cette e´criture fait apparaıˆtre le mode`le de viscosite´ teste´ pre´ce´demment. Le syste`me des 6 e´quations (4.37)
est sous la forme A.x = b, ou` x est le vecteur des 6 composantes du tenseur δR∗p,i j (le tenseur est syme´trique),
A est une matrice 6× 6 et b est le mode`le simple de viscosite´. Un mode`le de contrainte alge´brique (MCA)
est obtenu en re´solvant ce syste`me (voir Rodi (1976) en RANS cite´ par Gatski et Speziale (1993)).
Ce mode`le a e´te´ implante´ et teste´ dans les cas B2 et B3. Le syste`me d’e´quations est re´solu en chaque point
par une me´thode de de´composition en valeur seule (routines svdcmp des « numerical recipes » , Press et al.
(1997)). Il a e´te´ ve´rifie´ que les solutions trouve´es e´taient bien solutions du syste`me (avec une erreur de
l’ordre de 10−13). L’erreur utilise´e est une erreur moyenne sur l’ensemble du domaine de´finie par :
erreur =
√
〈16 ∑i=1,6[(A.x)i−bi]2〉
〈16 ∑i=1,6[(A.x)i]2〉+ 〈16 ∑i=1,6[bi]2〉
(4.38)
Par construction, cette erreur est infe´rieure a` 1. Les coefficients de corre´lations au niveau scalaire entre
ce mode`le et le terme exact (figure 4.33a) sont infe´rieurs a` 0,2. Ce mode`le de contrainte alge´brique est
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FIG. 4.33 – (a) Coefficients de corre´lation au niveau direct du mode`le MCA (e´q. 4.37). (b) Erreur (e´q. 4.38)
du mode`le MCA donne´ en injectant les valeurs mesure´es des δR∗p,i j
inade´quat.
De plus, si l’on injecte les valeurs exactes des δR∗p,i j dans l’e´quation (4.38), l’erreur moyenne est supe´rieure
a` 0,75 (Fig. 4.33b). Les δR∗p,i j exactes ne sont pas solutions de l’e´quation (4.37). Le transport des δR∗p,i j ne
peut donc pas eˆtre ne´glige´, le de´veloppement d’un mode`le de viscosite´ ge´ne´ralise´e semble n’avoir que peu
d’inte´ret. Il serait plus inte´ressant de re´soudre les e´quations d’e´volutions des 6 corre´lations doubles δRp,i j.
Cette approche ne sera pas teste´e dans ce travail, car en THI tous les termes des e´quations de transport de
δR∗p,i j sont nuls en moyenne sur le domaine.
Les deux hypothe`ses qui permettent l’e´criture du mode`le simple de viscosite´ sont proble´matiques. Et pour-
tant, ce mode`le semble fonctionne´ dans les test a priori pre´sente´s ici mais aussi dans les tests a posteriori en
THI (Kaufmann et al. (2006b)). Ce mode`le a fait ses preuves et ne peut pas eˆtre disqualifie´. Il sera re´utilise´
par la suite.
Corre´lations triples de vitesses non-corre´le´es
La mode´lisation de ce terme est obtenue par analogie avec les fermetures de type RANS des approches
cine´tiques (Simonin (1996)).
npδQp, j =−53npτpδθp
∂
∂x j
δθp (4.39)
Les coefficients de corre´lations entre la diffusion d’e´nergie de´corre´le´e par le mouvement de´corre´le´ et le
mode`le a` l’e´quilibre (e´q. 4.39) sont tre´s faibles (Fig. 4.34a). Ces corre´lations sont donne´es au niveau scalaire
(∂npδQp, j∂x j avec sommation sur l’indice j). La constante multiplicative ne´cessaire pour ajuster les fluctuations
du mode`le avec les fluctuations de la diffusion mesure´es varient entre approximativement 0,2 et 10 pour les
diffe´rents cas au cours du temps (Fig. 4.34b). Globalement sur l’ensemble du domaine, le mode`le diffuse
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FIG. 4.34 – (a) Coefficients de corre´lation au niveau scalaire entre le champ mesure´ de ∂npδQp, j∂x j et le mode`le
de diffusion RUV. (b) Coefficients multiplicatifs permettant d’ajuster la valeur RMS du mode`le sur le terme
mesure´. Cas B1 : ligne continue ; cas B2 : ligne pointille´e ; cas B3 : ligne tirete´e.
trop pour les particules lourdes et pas assez pour les particules le´ge`res (et pas aux bons endroits en plus).
Il a e´te´ ve´rifie´ que ces re´sultats sont converge´s en fonction du nombre de particules a` l’aide des cas A2 et
A2’. Deux explications de la mauvaise performance constate´ de ce mode`le :
– Le calcul de la diffusion fait intervenir la de´rive´e spatiale du champ npδQp,m, la densite´ du nombre de
particules e´tant tre`s irre´gulie`re, le calcul des de´rive´es spatiales par le sche´ma compact de Lele n’est
peut eˆtre pas adapte´.
– Le mode`le propose´ n’est tout simplement pas adapte´. En effet ce mode`le repose sur une hypothe`se
d’e´quilibre des corre´lations triples du mouvement de´corre´le´ et l’on a vu pre´ce´demment qu’une hy-
pothe`se du meˆme type sur les corre´lations doubles n’est pas justifie´e.
La mode´lisation correcte de ce terme en DNS a` deux fluides reste proble´matique.
4.6 Comparaison de re´sultats DNS euler-euler et DNS+DPS a` faible Re
Dans le cadre de la the`se de Kaufmann (2004) qui a pre´ce´de´e la pre´sente e´tude, les e´quations eule´riennes
me´soscopiques couple´es avec les e´quations de Navier-Stokes pour le fluide ont e´te´ simule´es directement
dans le code AVBP du Cerfacs. Les re´sultats de simulations eule´riennes sont alors compare´s aux re´sultats
de simulations lagrangiennes (Kaufmann et al. (2002)). L’auteur de ce me´moire n’est intervenu dans le
travail de A. Kaufmann que pour ame´liorer le calcul des champs eule´riens a` partir des re´sultats lagrangiens,
initie´ par le post-doc de J. He´lie. La comparaison des re´sultats eule´riens et lagrangiens a fait l’objet d’une
soumission d’un article au J. Comp. Phys (Kaufmann et al. (2006b)). Les principaux re´sultats de cette e´tude
sont rappele´s dans les sections suivantes. Les figures sont extraites de l’article soumis.
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FIG. 4.35 – Comparaison de l’e´nergie corre´le´e des particules et de la covariance fluide-particule calcule´s
par les simulations lagrangienne (DPS) ou eule´rienne. Cas A1.
Les e´quations particulaires re´solues sont les transports de np, up et δθp avec les mode`les de viscosite´s RUV
et de diffusion RUV. Les champs eule´riens initiaux sont obtenus a` partir du champ initial lagrangien.
4.6.1 Cas a` faible nombre de Stokes (cas A1)
Pour un nombre de Stokes aussi faible (StK = 0,17, St = 0,042), les particules suivent presque parfai-
tement le fluide, la RUE est ne´gligeable aussi bien dans la simulation eule´rienne (δq2p/q˜2p ≈ 5.10−3) que
dans les re´sultats lagrangiens. L’e´nergie des particules est uniquement sous forme du mouvement corre´le´.
L’e´nergie totale des particules ainsi que la covariance fluide-particule est correctement pre´dite par la simu-
lation eule´rienne (Fig. 4.35). De plus les spectres d’e´nergie cine´tique corre´le´e (Fig. 4.36) sont identiques
jusqu’au plus grand nombre d’onde mesurable avec les re´sultats lagrangiens (la remonte´ des spectres pour
k > 13 n’est pas physique, cf chapitre 3). La se´gre´gation des particules est le´ge`rement sous-estime´e par le
calcul eule´rien (Fig. 4.37).
Dans ce cas de simulation (tre`s petit nombre de Stokes), l’e´nergie non-corre´le´e joue peu (ou pas) de roˆle. La
simulation est d’ailleurs possible si les termes prennant en compte le mouvement de´corre´le´ sont supprime´s
de l’e´quation de quantite´ de mouvement particulaire (Kaufmann (2004)). Les e´quations re´solues e´tant alors
identiques a` celles obtenues dans l’approche par filtrage volumique de Druzhinin et Elghobashi (1998), ce
cas de simulation a principalement permis de valider la me´thode nume´rique.
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FIG. 4.36 – Comparaison des spectres d’e´nergie cine´tique totale et compressible pre´dits par simulation
eule´rienne ou lagrangienne (DPS). Cas A1 a` l’instant t/τtf = 1,6.
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FIG. 4.37 – Comparaison des PDF de densite´ du nombre de particules pre´dites par simulation eule´rienne ou
lagrangienne (DPS). Cas A1 a` l’instant t/τtf = 1,6.
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FIG. 4.38 – Evolution temporelle de corre´lations fluide, particule et fluide-particule de la DPS (symboles) et
de la simulation eule´rienne (ligne). Dans l’approche eule´rienne, l’e´nergie totale des particules q2p est calcule´e
par la somme de l’e´nergie corre´le´e moyenne et de la RUE moyenne δq2p. Cas A2.
4.6.2 Cas a` grand nombre de Stokes (cas A2)
Pour des nombres de Stokes suppe´rieurs a` StK = 0,17 (St = 0,042), les simulations eule´riennes e´chouent
a` cause des gradients de concentration en particules qui rendent la simulation instable (Kaufmann (2004)).
Le raffinement du maillage (jusqu’a` 1923) n’a pas permis de rendre les simulations stables. Pour re´soudre
ce proble`me, une viscosite´ en volume est ajoute´e dans l’e´quation de quantite´ de mouvement corre´le´. Ce
type d’approche est classiquement utilise´ pour des e´coulements monophasiques avec ondes de chocs en
simulation nume´rique RANS (von Neumann et Richtmeyer (1950)) ou aux grandes e´chelles (par exemple :
un jet supersonique re´actif, Dauptain et al. (2005)). Dans l’approche eule´rienne me´soscopique, Kaufmann
(2004) e´crit ce terme :
Cξnp(∆x)2|
∂up,k
∂xk
|Sp,i j (4.40)
Ce terme agit sur la divergence du champ de vitesse corre´le´e, ce qui, in fine, limite la se´gre´gation des par-
ticules et rend les simulations stables. Ce mode`le nume´riquement empirique ne pre´tend pas reproduire la
physique, mais permet de palier a` un manque de re´solution de la simulation.
Les re´sultats suivants sont obtenus pour un maillage 1283. L’e´volution des grandeurs macroscopiques (e´nergies :
corre´le´e, de´corre´le´e, totale) est correctement reproduite par la simulation eule´rienne (Fig. 4.38). Les parti-
cules e´tant lourdes, leurs vitesses deviennent, en partie, de´corre´le´es. Les niveaux des diffe´rentes e´nergies
sont en bon accord avec les re´sultats lagrangiens. Comme pre´vu, la se´gre´gation des particules est sous-
estime´e par la simulation eule´rienne (Fig. 4.39). Ces simulations eule´riennes permettent de valider l’ap-
proche eule´rienne me´soscopique pour les e´coulements a` phase disperse´e.
Ces simulations ont e´te´ effectue´es en utilisant un sche´ma nume´rique Lax-Wendrof. Ce sche´ma est cer-
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FIG. 4.39 – Comparaison des PDF de densite´ du nombre de particules pre´dites par simulation eule´rienne ou
lagrangienne (DPS). Cas A2 a` l’instant t/τtf = 1,6.
tainement responsable de l’instabilite´ du calcul. En effet, Riber (2006) a re´cemment implante´ un sche´ma
nume´rique diffe´rent (TTGC) et re´ussi a` simuler ce cas sans l’ajout d’une viscosite´ en volume. Les re´sultats
pre´liminaires obtenus sont encore en cours de validation.
4.7 Conclusion du chapitre
Les champs eule´riens me´soscopiques obtenus a` partir des re´sultats lagrangiens ont e´te´ analyse´s. Des
re´sultats publie´s sur les analyses eule´riennes d’une phase disperse´e dans une turbulence homoge`ne isotrope
ont e´te´ retrouve´s : la RUE augmente avec l’inertie des particules, l’approche a` l’e´quilibre n’est plus valable
quand StK ≥ 1 (Ferry et Balachandar (2001)).
L’analyse des spectres de puissance des vitesses corre´le´es a permis de distinguer deux zones dans ces
spectres (Fig. 4.40). Les (tre`s) grandes e´chelles sont domine´es par les interactions avec la turbulence fluide
alors qu’a` plus petite e´chelle les effets de compressibilite´ et de dissipation par le mouvement de´corre´le´
des particules conduisent a` une de´croissance du spectre en k−2. La limite entre ces deux re´gimes de´pend de
l’inertie des particules : des particules lourdes sont moins influence´es par la turbulence. Le niveau du spectre
aux plus grandes e´chelles diminue quand l’inertie augmente.
Par ailleurs, les pre´dictions des diffe´rents mode`les propose´s au Chap. 2 ont e´te´ e´value´es a priori. Le mode`le
eule´rien me´soscopique a` 5 e´quations de transport sur la densite´ du nombre de particules, la vitesse corre´le´e
et l’e´nergie de´corre´le´e avec un mode`le de viscosite´ RUV semble convenir. Cela est en accord avec les tests
a posteriori de Kaufmann et al. (2006b) et leur validation par comparaison avec des re´sultats lagrangiens.
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FIG. 4.40 – Forme sche´matique des spectres de vitesse particulaire corre´le´e. Ep(k). Pour k < ktrp , la forme
du spectre est lie´ a` l’interaction des particules avec le fluide. Aux plus petites e´chelles, Ep(k) ∝ k−2 proba-
blement a` cause de la nature dissipative des zones de concentration pre´fe´rentielle.
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Chapitre 5
Approche aux grandes e´chelles de la phase
particulaire
5.1 Equations eule´riennes me´soscopiques aux grandes e´chelles
La simulation aux grandes e´chelles (LES) du mouvement particulaire est obtenue par analogie avec
l’approche aux grandes e´chelles pour la re´solution de la turbulence du fluide (Sagaut (1998) par exemple).
Elle est base´e sur la de´composition des champs eule´riens en une composante a` grande e´chelle (re´solue) et
une partie de sous-maille dont l’effet sur les grandes e´chelles est mode´lise´. Cette de´composition est obtenue
par une proce´dure de filtrage.
5.1.1 Se´paration des e´chelles par filtrage
Toute variable φ d’un e´coulement peut eˆtre e´crite sous la forme φ = ¯φ+φ′, ou` ¯φ repre´sente la contribution
a` grande e´chelle et φ′ celle a` petite e´chelle. Mathe´matiquement, ¯φ est obtenue par convolution de φ avec un
filtre spatial G∆ f sur l’ensemble du domaine de calcul :
¯φ(x) =
Z
G∆F (x−x′)φ(x′)dx′ (5.1)
Afin que l’ope´ration de filtrage conserve la moyenne, l’inte´grale de G∆F doit eˆtre e´gale a` l’unite´. La longueur
caracte´ristique du filtre est note´e ∆F . Dans un calcul LES, le maillage ainsi que les sche´mas nume´riques em-
ploye´s imposeront ∆F et la forme du filtre G∆F qui sont le plus souvent implicites. ∆F est classiquement
e´value´e comme e´tant la taille de la maille de calcul. Formellement, les e´quations aux grandes e´chelles des
grandeurs filtre´es sont obtenues par filtrage des e´quations (2.33), (2.34) et (2.45). Les termes non line´aires
filtre´s sont re´e´crits pour faire apparaıˆtre des termes de sous-mailles dans les e´quations d’e´volution des gran-
deurs filtre´es.
φ f ψ f = ¯φ f ψ¯ f + (φ f ψ f − ¯φ f ψ¯ f )︸ ︷︷ ︸
terme de sous-maille
(5.2)
119
La phase particulaire e´tant compressible et dans le but de simplifier l’e´criture des e´quations filtre´es, les
grandeurs sont e´crites en termes de grandeurs filtre´es selon l’ope´rateur de Favre (note´es avec un chapeau) :
np(x) =
Z
G∆F (x−x′)np(x′)dx′ (5.3)
ˆφp(x) = 1
np(x)
npφp(x) (5.4)
5.1.2 Equations aux grandes e´chelles
En appliquant le filtre G∆F aux e´quations d’e´volution de np, up et δθp (e´q. 2.33, 2.34 et 2.45), les
e´quations me´soscopiques aux grandes e´chelles sont :
∂
∂t n¯p +
∂
∂x j
n¯puˆp, j = 0 (5.5)
∂
∂t n¯puˆp,i +
∂
∂x j
n¯puˆp, juˆp,i =
n¯p
τp
[uˆ f @p,i− uˆp,i]− ∂∂x j n¯p(
2
3 δ̂θpδi j + δ̂R
∗
p,i j + Tp,i j) (5.6)
∂
∂t n¯pδ̂θp +
∂
∂x j
n¯puˆp, jδ̂θp = −2 n¯p
τp
δ̂θp− n¯p[23 δ̂θpδi j + δ̂R
∗
p,i j]
∂uˆp,i
∂x j
+ n¯pΠp
− ∂∂x j n¯p(δ̂Qp, j + Qp, j) (5.7)
ou` le tenseur de sous-maille Tp,i j prend en compte l’effet des petites e´chelles sur la quantite´ de mouvement
corre´le´e filtre´e, Πp est la production de sous-maille de δ̂θp et Qm sa diffusion de sous-maille :
Tp,i j = ûp,iup, j− uˆp,iuˆp, j (5.8)
Πp = −[
̂
δRp,i j
∂up,i
∂x j
− δ̂Rp,i j ∂uˆp,i∂x j ] (5.9)
Qp, j = ûp, jδθp− uˆp, jδ̂θp (5.10)
Dans les approches LES, seules les grandes e´chelles de l’e´coulement sont calcule´es, l’effet des petites
e´chelles doit eˆtre mode´lise´.
La principale originalite´ de l’approche est la pre´sence de deux contributions distinctes dans l’e´quation
de quantite´ de mouvement filtre´e (e´q. 5.6). Les deux sont par « nature » tre`s diffe´rentes. Les termes dus
au mouvement de´corre´le´ filtre´ sont analogues aux contributions visqueuses et de la pression filtre´e dans les
e´quations aux grandes e´chelles du fluide. On s’attend a` une relative inde´pendance de ces contributions avec
la longueur de filtrage ∆F . A l’oppose´, la contribution du mouvement de sous-maille est analoque a` celle des
e´quations LES du fluide et doit de´pendre fortement de ∆F . Pandya et Mashayek (2002) obtiennent de telles
e´quations par filtrage volumique de l’e´quation cine´tique pour une re´alisation de la phase particulaire. Dans
leur approche, le terme de sous-maille doit contenir implicitement les contributions des RUV et des e´chelles
de sous-maille.
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5.2 Evaluation a priori en THI
5.2.1 Me´thodologie
Un filtre chapeau, sphe´rique, dans l’espace physique est utilise´ dans ce travail :
G∆F(x−x′) = 14
3pi(
∆F
2 )
3
, si |x−x′| ≤ 1
2
∆F ;
0, sinon. (5.11)
Ce filtre est choisi pour sa simplicite´ d’implantation1 . De plus, il conserve l’invariance galile´enne des
e´quations filtre´es. La taille caracte´ristique du filtre ∆F doit eˆtre plus grande que celle de la projection ∆P.
Les champs eule´riens me´soscopiques particulaires de´crits au Chap. 4 sont filtre´s pour quatre tailles de filtres
diffe´rentes : ∆F = 2∆P, 4∆P, 6∆P et 8∆P. Les grandeurs filtre´es sont mesure´es sur le maillage utilise´ pour
la projection. En effet, d’apre`s Clark et al. (1979), l’utilisation d’un maillage grossier additionnel n’est pas
obligatoire.
5.2.2 Concentration pre´fe´rentielle
Le parame`tre indicateur de la concentration pre´fe´rentielle 〈n¯2p〉/〈n¯p〉2 diminue drastiquement sous l’effet
du filtrage (Fig 5.1). Sche´matiquement, si la longueur caracte´ristique du filtrage est plus grande que la
distance inter-amas (qui de´pend suˆrement de l’inertie des particules), alors deux amas distincts n’en forment
plus qu’un apre`s filtrage. Ainsi, ses valeurs maximales passent de 2,72, 2,38 et 1,59 dans les cas B1, B2
et B3 non filtre´s a` 1,15, 1,22 et 1,14 pour un filtrage ∆F = 8∆P. Pour cette plus grande taille de filtrage, le
cas B1 pre´sente moins de se´gre´gation que le cas B2. Dans le cas B1, le processus de filtrage semble plus
destructif de la concentration pre´fe´rentielle que dans le cas B2. Une explication possible de cet effet est
la diffe´rence de structure des amas, le cas B1 pre´sentant des amas le´ge`rement moins larges mais surtout
plus nombreux que dans le cas B2. L’e´volution temporelle de 〈n¯2p〉/〈n¯p〉2 est conserve´e par le processus de
filtrage dans les cas B1 et B2, contrairement au cas B3, ou` l’augmentation initiale a disparu pour un filtrage
∆F/∆P > 4. Au vu de ses re´sultats, l’approche LES a` deux fluides sous-estimera les effets de concentration
pre´fe´rentielle.
5.2.3 Energie de´corre´le´e / e´nergie de sous-maille
Les e´nergies moyennes, de´corre´le´e filtre´e et de sous-maille, sont compare´es pour les quatre longueurs
de filtrage a` l’instant t/τtf 0 = 1 (Fig. 5.2). Par construction, la moyenne de la RUE filtre´e est inde´pendante
de la taille du filtre. A l’oppose´, l’e´nergie de sous-maille (qp,SGS = 12Tp, j j) augmente avec ∆F . L’e´nergie
de sous-maille est du meˆme ordre de grandeur que la RUE dans le cas B2, alors qu’elle est plus grande
(respectivement petite) que la RUE dans le cas B1 (resp. B3). D’autre part, la RUE moyenne augmente avec
1Un filtre « cut-off » dans l’espace spectral aurait pu eˆtre utilise´ vu la pe´riodicite´ du domaine de calcul. En raison du paralle´lisme
du code par de´composition de domaine, cette alternative complexe n’a pas e´te´ tente´e.
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FIG. 5.1 – Evolution du parame`tre de concentration pre´fe´rentielle des particules 〈n¯2p〉/〈n¯p〉2. ∆F = 2∆P :
ligne continue ; ∆F = 4∆P : ligne pointille´e ; ∆F = 6∆P : ligne tirete´e ; ∆F = 8∆P : ligne mixte. Les re´sultats
non filtre´s sont rappele´s (cercles).
l’inertie des particules, alors que l’e´nergie de sous-maille suit une e´volution inverse. La diminution de qp,SGS
avec l’augmentation de l’inertie particulaire est lie´e a` la forme du spectre d’e´nergie cine´tique fluide ainsi
qu’a` l’instationnarite´ de la configuration e´tudie´e.
Dans le cas B2, a` l’instant t/τtf 0 = 1, avec ∆F = 4∆P, les e´nergies, de´corre´le´e et corre´le´e de sous-maille,
sont pratiquement e´gales. Les isocontours d’e´nergies de´corre´le´e et de sous-maille locales sont pre´sente´s
(Fig. 5.3). Les lignes d’iso-valeurs de densite´ du nombre de particules (n¯p/〈np〉= 1 et 1.5) sont superpose´es
sur les isocontours pour localiser les diffe´rentes e´nergies comparativement aux amas de particules. La RUE
est pre´sente dans les zones de fortes concentrations particulaires, alors que l’e´nergie de sous-maille semble
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FIG. 5.2 – Evolution des moyennes des e´nergies de´corre´le´e filtre´e (ligne tirete´e) et corre´le´e de sous-maille
(ligne pointille´e) avec la taille du filtre spatial a` l’instant t/τtf 0 = 1.
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FIG. 5.3 – Champs instantane´s de l’e´nergie de´corre´le´e filtre´e (a) et de l’e´nergie de sous-maille (b). Les
grandeurs sont normalise´es par leur moyenne. Les lignes sont des isocontours de la densite´ du nombre de
particules (n¯p/〈np〉 = 1 : ligne continue et n¯p/〈np〉 = 1.5 : ligne tirete´e). Cas B2 a` l’instant t/τtf 0 = 1,
∆F = 4∆P.
plutoˆt localise´e a` l’interface des amas. Les e´nergies, de´corre´le´e et corre´le´e de sous-maille, sont diffe´rentes
par nature mais aussi par comportement. La mode´lisation des effets de sous-maille devra donc suivre une
approche diffe´rente de la mode´lisation des effets du mouvement de´corre´le´.
5.2.4 Energie corre´le´e filtre´e
Bilan moyen
Le bilan de l’e´nergie corre´le´e a` grande e´chelle moyenne (qˆ2p = 12 〈uˆp, juˆp, j〉p¯) est obtenu en multipliant
l’e´quation (5.6) par uˆp,i et en la moyennant sur l’ensemble du domaine de calcul (moyenne ponde´re´e par
n¯p et note´e 〈.〉p¯). En utilisant les conditions aux limites de pe´riodicite´ du domaine de calcul, cette e´quation
bilan s’e´crit
d
dt qˆ
2
p =−
1
τp
(2qˆ2p− qˆ f p)+ 〈δ̂Rp,i j
∂uˆp,i
∂x j
〉p¯ + 〈Tp,i j ∂uˆp,i∂x j 〉p¯ (5.12)
ou` qˆ f p est la covariance fluide-particule a` grande e´chelle : qˆ f p = 〈uˆ f , j uˆp, j〉p¯. Le premier terme du membre
de droite est l’effet de la force de traıˆne´e, les deuxie`me et troisie`me sont les « dissipations » des RUV
filtre´s et des contraintes de sous-maille. Les termes de pression-dilatation a` grande e´chelle sont au moins
d’un ordre de grandeur infe´rieur a` la dissipation re´elle et ont, pour l’instant, e´te´ inclus dans les de´finitions
des termes de dissipation par souci de simplicite´. L’e´volution temporelle des diffe´rents termes du bilan de
qˆ2p mesure´s pour ∆F = 4∆P est pre´sente´e pour le cas B3 (Fig. 5.4). Le bilan de l’e´volution de qˆ2p est ferme´
avec une erreur moyenne de 5,7% du plus grand terme. L’e´nergie corre´le´e a` grande e´chelle est produite par
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FIG. 5.4 – Evolution temporelle des termes du bilan de l’e´nergie corre´le´e aux grandes e´chelles. dqˆ2p/dt :
ligne continue ; traıˆne´e : cercles ; dissipation RUV : ligne tirete´e et dissipation de sous-maille : ligne poin-
tille´e. L’erreur (= somme des termes de droite − terme de gauche) est repre´sente´e par la ligne mixte. Cas
B3, ∆F = 4∆P.
Cas ∆F/∆P = 0 ∆F = 2∆P ∆F = 4∆P ∆F = 6∆P ∆F = 8∆P
B1 22% 23% 21% 17% 12%
B2 18% 14% 12% 9,2% 7,8%
B3 13% 8,1% 5,7% 4,0% 3,3%
TAB. 5.1 – Erreur relative (au terme dominant) moyenne commise sur la fermeture du bilan de qˆ2p (e´q. 5.12).
la force de traıˆne´e et dissipe´e par les effets combine´s des contraintes des RUV aux grandes e´chelles et des
e´chelles de sous-maille de la vitesse corre´le´e. La dissipation est principalement assure´e par les termes du
mouvement de´corre´le´ dans ce cas avec des particules tre`s inertielles.
Dans les trois cas B1, B2, B3, l’erreur commise sur la fermeture du bilan diminue quand ∆P augmente
(Tab. 5.1). Cette erreur est importante dans le cas B1 (entre 12% et 23%), mode´re´e dans le cas B2 (≈ 10%)
et raisonnable dans le cas B3 quelque soit la taille du filtre conside´re´e (<10%).
Traıˆne´e
On a vu, lors de l’analyse des champs me´soscopiques non filtre´s, que l’effet moyen de la traıˆne´e sur
l’e´nergie corre´le´e est − 1τp (2q˘2p−q f p) et change de signe durant la simulation dans les cas B2 et B3 (Fig. 4.2-
4.3) : dans un premier temps, il est fortement ne´gatif, par la suite il devient quasiment nul (cas B2) ou positif
(cas B3). Pour ∆F/∆P ≤ 4, l’e´volution temporelle de − 1τp (2qˆ2p − qˆ f p) est conserve´e par la proce´dure de
filtrage, alors que pour des largeurs de filtre plus grande, ce terme reste positif durant toute la simulation.
La proce´dure de filtrage permet de diffe´rencier les effets de traine´e sur les grandes et les petites e´chelles
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FIG. 5.5 – Evolution temporelle du terme moyen de traıˆne´e − 1τp (2qˆ2p − qˆ f p) aux grandes e´chelles pour
diffe´rentes tailles de filtre. ∆F = 2∆P : ligne continue ; ∆F = 4∆P : ligne pointille´e ; ∆F = 6∆P : ligne tirete´e ;
∆F = 8∆P : ligne mixte. Les re´sultats non filtre´s sont rappele´s (cercles).
de l’e´nergie particulaire corre´le´e. En premie`re approximation, la force de traıˆne´e produit de l’e´nergie corre´le´e
aux grandes e´chelles et en de´truit aux petites. Ces re´sultats sont en accord avec l’analyse des spectres du
terme de traıˆne´e effectue´e au paragraphe 4.4.1.
Dissipations RUV/sous-maille
Les dissipations RUV (δ̂Rp,i j ∂uˆp,i∂x j ) et de sous-maille (Tp,i j
∂uˆp,i
∂x j ) moyennes des cas B1, B2 et B3 sont
compare´es a` l’instant t/τtf 0 = 1 sur la figure 5.6. Le terme de sous-maille (resp. RUV) est le plus grand
dans le cas B1 des particules le´ge`res (resp. cas B3 des particules lourdes), alors que, dans le cas B2, les
valeurs des deux termes sont proches (moins de 50% d’e´cart). Dans les 3 cas, pour toutes les largeurs de
filtrage teste´es, ces deux dissipations sont en moyenne du meˆme ordre de grandeur. La dissipation RUV
moyenne diminue avec la taille du filtre, ce qui indique que cette dissipation se produit a` petite e´chelle. La
dissipation de sous-maille suit logiquement une e´volution inverse, a` l’exception de la plus grande largeur de
filtre conside´re´e, ou` la dissipation de sous-maille diminue, peut-eˆtre a` cause de la trop grande taille du filtre
(plus grande ou du meˆme ordre que l’e´chelle inte´grale).
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FIG. 5.6 – Evolution des dissipations moyennes de RUV (ligne tirete´e) et de sous-maille (ligne pointille´e)
avec la taille du filtre spatial a` l’instant t/τtf 0 = 1.
5.2.5 Equation de l’e´nergie de´corre´le´e filtre´e
Bilan moyen
Compte tenu des conditions aux limites pe´riodiques, l’e´quation d’e´volution de l’e´nergie de´corre´le´e
filtre´e moyenne δ̂q
2
p = 〈δθp〉p¯ est :
d
dt δ̂q
2
p =−
2
τp
δ̂q
2
p−〈δ̂Rp,i j
∂uˆp,i
∂x j
〉p¯ + 〈Πp〉p¯ (5.13)
Le premier terme du membre de droite est la destruction de l’e´nergie de´corre´le´e filtre´e par la traıˆne´e. Le
deuxie`me terme repre´sente la production par les gradients de vitesse me´soscopique a` grande e´chelle et Πp
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FIG. 5.7 – Evolution temporelle des termes du bilan de l’e´nergie de´corre´le´e filtre´e (e´q. 5.13). dδ̂q2p/dt :
ligne continue ; traıˆne´e : cercles ; − dissipation RUV : ligne tirete´e et production de sous-maille 〈Πp〉p¯ :
carre´s. L’erreur (= somme des termes de droite − terme de gauche) est repre´sente´e par la ligne mixte. Cas
B3, ∆F = 4∆P.
Cas ∆F/∆P = 0 ∆F = 2∆P ∆F = 4∆P ∆F = 6∆P ∆F = 8∆P
B1 42% 42% 42% 42% 42%
B2 16% 16% 17% 16% 16%
B3 10% 11% 11% 11% 11%
TAB. 5.2 – Erreur relative (au terme dominant) moyenne commise sur la fermeture du bilan de δ̂q2p (e´q. 5.13).
La premie`re colonne correspond aux cas non filtre´s.
est la production d’e´nergie de´corre´le´e par le mouvement de´corre´le´ de sous-maille :
Πp =−[
̂
δRp,im
∂up,i
∂x j
− δ̂Rp,im ∂uˆp,i∂xm ] (5.14)
L’e´volution temporelle des diffe´rents termes de l’e´q. (5.13) est pre´sente´e sur la Fig. 5.7 dans le cas B3,
∆F = 4∆P. Les termes de production sont maximaux a` l’instant t/τtf 0 = 1 puis de´croissent. Le terme 〈Πp〉p¯
mesure´ est du meˆme ordre de grandeur que la production par les gradients de vitesse corre´le´e filtre´e. L’erreur
sur la fermeture du bilan de la RUE filtre´e moyenne est du meˆme ordre de grandeur que 〈Πp〉p¯ mesure´. Cette
erreur relative ne de´pend pas de la largeur du filtre dans les trois cas B1, B2 et B3 et est la meˆme que dans
les cas non filtre´s (Tab. 5.2). On a vu pre´ce´demment dans le Chap. 4 que la re´solution spatiale du maillage
de projection n’e´tait suˆrement pas suffisante pour mesurer la dissipation RUV totale εp = δR∗p,im ∂up,i∂x j , c’est
pourquoi la mesure de Πp est elle aussi sous-estime´e. Toutefois la valeur moyenne de la production de sous-
maille 〈Πp〉p¯ peut eˆtre indirectement e´value´e. En effet, le bilan d’e´nergie corre´le´e de sous-maille qp,SGS =
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Cas ∆F = 2∆P ∆F = 4∆P ∆F = 6∆P ∆F = 8∆P
B1 4,8% 2,7% 11% 14%
B2 5,6% 1,6% 3,1% 5,1%
B3 6,1% 3,4% 1,8% 1,3%
TAB. 5.3 – Erreur relative (au terme dominant) moyenne commise sur la fermeture du bilan de δ̂q2p +
〈qp,SGS〉pˆ, e´q. (5.16).
1
2Tp, j j moyenne s’e´crit :
d
dt 〈qp,SGS〉pˆ =−
1
τp
〈qp,SGS−q f p,SGS〉pˆ︸ ︷︷ ︸
I
−〈Tp,i j ∂uˆp,i∂x j 〉pˆ︸ ︷︷ ︸
II
−〈Πp〉pˆ︸ ︷︷ ︸
III
(5.15)
Les diffe´rents termes du membre de droite de l’e´quation repre´sentent :
– Terme I : traıˆne´e de sous-maille, ou` la covariance fluide-particule de sous-maille est q f p,SGS = ̂u f ,mup,m−
uˆ f ,muˆp,m,
– Terme II : production par les gradients de vitesses a` grandes e´chelles,
– Terme III : dissipation de l’e´nergie de sous-maille par le mouvement non corre´le´.
L’e´volution temporelle des termes de l’e´quation (5.15) est pre´sente´e dans le cas B3, ∆F = 4∆P (Fig. 5.8a).
L’e´nergie de sous-maille est produite par la dissipation de sous-maille de l’e´nergie corre´le´e et transfe´re´e au
mouvement de´corre´le´ par le terme Πp. Le roˆle de la traıˆne´e a` petite e´chelle de´pend de l’inertie des particules
conside´re´es. Dans ce cas de particules inertielles, la traıˆne´e de sous-maille moyenne est toujours ne´gative.
Le terme Πp peut aussi s’interpre´ter comme le transfert entre l’e´nergie de sous-maille du mouvement
corre´le´ et l’e´nergie de´corre´le´e. Ainsi, le bilan de la somme δ̂q2p + qp,SGS ne fait pas intervenir Πp :
d
dt (δ̂q
2
p + 〈qp,SGS〉p¯) =−
1
τp
(2δ̂q2p + 〈qp,SGS−q f p,SGS〉p¯)−〈δ̂Rp,i j
∂uˆp,i
∂x j
〉p¯−〈Tp,i j ∂uˆp,i∂x j 〉p¯ (5.16)
L’erreur sur la fermeture de cette e´quation (Tab. 5.3) est plus faible que l’erreur sur la fermeture du bilan de
δ̂q
2
p (Tab. 5.2) : 8%, 4% et 3% dans les cas B1, B2 et B3. Cela justifie la supposition que l’erreur commise
sur le bilan de δ̂q2p est lie´e a` la mesure du terme 〈Πp〉p¯. On peut alors e´valuer 〈Πp〉p¯ comme la somme de sa
valeur mesure´e et de l’erreur sur le bilan de δ̂q
2
p. Avec cette e´valuation, les productions d’e´nergie de´corre´le´e
par les grandes e´chelles et par le terme de sous-maille sont presques e´gales dans le cas B3, ∆F = 4∆P (voir
Fig. 5.7). Le terme Πp doit donc eˆtre mode´lise´.
Termes de diffusion
Deux termes de diffusion sont pre´sents dans l’e´quation de l’e´nergie de´corre´le´e filtre´e locale (e´q. 5.7) :
– le terme − ∂∂x j n¯pδ̂Qp, j est la diffusion par le mouvement de´corre´le´ filtre´,
– et − ∂∂x j n¯pQp, j est la diffusion par les e´chelles de sous-maille du mouvement corre´le´.
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FIG. 5.8 – (a) Evolution temporelle des termes du bilan de l’e´nergie de sous-maille moyenne (e´q. 5.15).
Terme d’instationnarite´ : ligne continue ; traıˆne´e : cercles ; -〈Tp,i j ∂uˆp,i∂x j 〉p¯ : ligne tirete´e et 〈Πp〉p¯ : carre´s. (b)
Evolution temporelle des termes du bilan de la somme des e´nergies moyennes de sous-maille et de´corre´le´e
filtre´ (e´q. 5.16). Terme d’instationnarite´ : ligne continue ; traıˆne´e : cercles ; -〈Tp,i j ∂uˆp,i∂x j 〉p¯ : ligne pointille´e et
−〈δ̂Rp,i j ∂uˆp,i∂x j 〉p¯ : ligne tirete´e. L’erreur (= somme des termes de droite - terme de gauche) est repre´sente´e par
la ligne mixte. Cas B3, ∆F = 4∆P.
Les fluctuations moyennes de ces deux termes suivent la meˆme e´volution temporelle dans le cas B3 avec
∆F = 4∆P (Fig. 5.9) : elles de´croissent apre`s avoir atteint un maximum a` t/τtf 0 = 0,5. On peut noter que
les fluctuations de la diffusion RUV filtre´e diminuent le´ge`rement moins vite que celles de la diffusion de
sous-maille.
Les fluctuations moyennes des termes de diffusion par les RUV et de sous-maille de l’e´nergie de´corre´le´e
sont compare´es a` l’instant t/τtf 0 = 1 dans les cas B1, B2 et B3 pour diffe´rentes longueurs de filtrage. Les
fluctuations des termes de diffusion diminuent avec la taille de filtrage (Fig. 5.10). La diffusion RUV diminue
plus vite que la diffusion de sous-maille avec la taille caracte´ristique du filtrage. De plus, on retrouve la
meˆme e´volution de l’importance relative des termes que pour l’e´nergie de sous maille/e´nergie de´corre´le´e ou
bien entre les dissipations SGS/RUV : l’importance de la diffusion par le mouvement de´corre´le´ augmente
avec l’inertie des particules. Dans tous les cas e´tudie´s ici, les deux termes de diffusion restent du meˆme
ordre de grandeur.
5.3 Conclusion du chapitre
Les e´quations me´soscopiques aux grandes e´chelles de la phase disperse´e ont e´te´ pre´sente´es. L’origi-
nalite´ de l’approche re´side dans la pre´sence de termes dus au mouvement de´corre´le´ des particules en plus
des termes de sous-maille. Les diffe´rents termes de sous-maille ont e´te´, quantitativement, compare´es a` leurs
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FIG. 5.9 – Evolution temporelle des valeurs RMS des termes de diffusion de l’e´nergie de´corre´le´e filtre´e.
Diffusion RUV ∂n¯pδ̂Qp, j∂x j : triangles ; diffusion de sous-maille
∂n¯pQp, j
∂x j : ligne continue. Cas B3, ∆F = 4∆P.
e´quivalents dus au mouvement de´corre´le´. Les effets du mouvement de´corre´le´ sont plus importants que les ef-
fets de sous-maille pour des particules lourdes, tout en restant du meˆme ordre de grandeur. Des mode´lisations
sont propose´es et teste´es dans le chapitre suivant.
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FIG. 5.10 – Evolution des fluctuations moyennes (RMS) des termes de diffusion RUV ∂n¯pδ̂Qp, j∂x j (triangles) et
de diffusion de sous-maille ∂n¯pQp, j∂x j (ligne continue) avec la taille du filtre spatial a` l’instant t/τtf 0 = 1.
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Chapitre 6
Mode´lisations des termes de l’approche LES
Les termes a` mode´liser sont ontologiquement de deux types : ils proviennent soit du processus de
moyenne d’ensemble (sur les re´alisations de la phase particulaire conditionne´e par une re´alisation fluide),
soit du filtrage spatial des e´quations eule´riennes. L’e´tude est limite´ a` l’approche a` cinq e´quations pour les
grandes e´chelles de la phase disperse´e. Les termes provenants de la moyenne d’ensemble sont : la partie
non sphe´rique du tenseur des corre´lations doubles du mouvement de´corre´le´ dans les e´quations filtre´es de
quantite´ de mouvement et d’e´nergie de´corre´le´e, et le flux de l’e´nergie de´corre´le´e par les corre´lations triples
du mouvement de´corre´le´ dans l’e´quation filtre´e de l’e´nergie de´corre´le´e. Trois termes de sous-maille doivent
eˆtre mode´lise´s : le tenseur des contraintes de sous-maille Tp,i j dans l’e´quation de quantite´ de mouvement, la
diffusion ainsi que la production de sous-maille de l’e´nergie de´corre´le´e filtre´e.
6.1 Termes filtre´s issus de la moyenne d’ensemble
Les mode`les propose´s ainsi que les re´sultats des tests apriori sont similaires a` ceux pre´sente´s sur les
champs non filtre´s au Chap. 4. En conse´quence, les re´sultats sont pre´sente´s pour le cas B3 seulement (c’est
le cas ou` les bilans des grandeurs moyennes sont les mieux ferme´s).
6.1.1 Tenseur du mouvement de´corre´le´ : δ̂Rp,i j
Un mode`le de viscosite´ RUV pour la partie de´viatrice du tenseur des corre´lations du mouvement de´corre´le´
non filtre´ δR∗p,i j a e´te´ teste´ et valide´ pour des particules « pas trop » inertielles. En utilisant ce mode`le pour
les grandeurs filtre´es, le tenseur δ̂R
∗
p,i j s’exprime :
n¯pδ̂R
∗
p,i j =−n¯pνˆRUV ˆS∗p,i j − [npνRUV S∗p,i j− n¯pνˆRUV ˆS∗p,i j] (6.1)
ou` νRUV =
τp
3 δθp et νˆRUV =
τp
3 δ̂θp. Le deuxie`me terme du membre de droite de l’e´quation (6.1) est un terme
de sous-maille duˆ aux variations spatiales de la viscosite´ RUV. Ce terme est ne´glige´ pour deux raisons :
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FIG. 6.1 – Coefficients de corre´lation direct (a) et contracte´ (b) entre le champ exact de δ̂R∗p,i j et le mode`le de
viscosite´ RUV pour diffe´rentes longueurs de filtrage. ∆F = 2∆P : ligne continue ; ∆F = 4∆P : ligne pointille´e ;
∆F = 6∆P : ligne tirete´e ; ∆F = 8∆P : ligne mixte. Pour rappel, les re´sultats sur les grandeurs non filtre´es
sont indique´s par des cercles.
– Mode´liser un terme de sous-maille d’un mode`le de contrainte sur lequel quelques doutes quant a`
la validite´ subsistent (au moins en terme de coefficient de corre´lation au niveau scalaire, Fig. 4.30),
semble hasardeux ;
– L’e´quivalent monophasique de ce terme est ne´gligeable par rapport a` la diffusion visqueuse filtre´e
dans les tests a priori sur une couche de me´lange compressible (Vreman (1995)).
En conse´quence, le mode`le suivant est propose´ pour δ̂R
∗
p,i j :
n¯pδ̂R
∗
p,i j =−n¯pνˆRUV ˆS∗p,i j (6.2)
Les coefficients de corre´lation entre ce mode`le et le tenseur δ̂R
∗
p,i j mesure´s sont meilleurs pour les contraintes
filtre´es que pour les contraintes non filtre´es aussi bien au niveau direct (Fig. 6.1a) qu’au niveau contracte´
(Fig. 6.1b). De plus, les coefficients de corre´lation augmentent avec la taille du filtre (0,71 en moyenne pour
le cas non filtre´ et > 0,8 pour ∆F = 4∆P, 6∆P ou 8∆P au niveau scalaire).
Augmenter la taille du filtre conduit a` re´duire la probabilite´ des valeurs positives de la dissipation a` grande
e´chelle locale par le mouvement de´corre´le´ des particules δ̂R
∗
p,i j
∂uˆp,i
∂x j (Fig. 6.2). On a vu pre´ce´demment (pa-
ragraphe. 4.5.2) que le mode`le de viscosite´ du mouvement de´corre´le´ (e´q. 4.30) permet de bien repre´senter
les valeurs ne´gatives du terme non filtre´ δR∗p,i j
∂up,i
∂x j mais ne pre´dit pas le bon signe dans les zones ou` le terme
dissipation RUV est positif (Fig. 4.31d).
Le mode`le de viscosite´ semble convenir, un coefficient multiplicatif voisin de l’unite´ est toutefois ne´cessaire
pour obtenir la bonne dissipation RUV moyenne aux grandes e´chelles (Fig. 6.4a). Ce coefficient augmente
avec la taille du filtre et varie dans le temps. On peut remarquer que ce coefficient e´volue, qualitativement,
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FIG. 6.2 – PDF de la dissipation RUV non filtre´e (cercles) et filtre´e pour diffe´rentes longueurs de filtrage.
∆F = 2∆P : ligne continue ; ∆F = 4∆P : ligne pointille´e ; ∆F = 6∆P : ligne tirete´e ; ∆F = 8∆P : ligne mixte.
PDF non normalise´es (a) ou normalise´es par les valeurs RMS (b). Cas B3 a` t/τtf 0 = 1
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FIG. 6.3 – Moyenne de la dissipation aux grandes e´chelles δ̂R
∗
p,i j
∂uˆp,i
∂x j pre´dite par le mode`le de viscosite´
(e´q. 6.2) conditionne´e par la valeur mesure´e (« exacte ») a` l’instant t/τtf = 1. ∆F = 2∆P : ligne continue ;
∆F = 4∆P : ligne pointille´e ; ∆F = 6∆P : ligne tirete´e ; ∆F = 8∆P : ligne mixte. Pour rappel, les re´sultats sur
les grandeurs non filtre´es sont indique´s par des cercles. Droite y = x : ligne mixte + carre´s.
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FIG. 6.4 – (a) Evolution temporelle du coefficient multiplicatif ne´cessaire pour ajuster la dissipation du
mode`le de viscosite´ a` la moyenne de la dissipation RUV des grandes e´chelles mesure´e pour les diffe´rentes
largeurs de filtre. ∆F = 2∆P : ligne continue ; ∆F = 4∆P : ligne pointille´e ; ∆F = 6∆P : ligne tirete´e ; ∆F =
8∆P : ligne mixte. Pour rappel, les re´sultats sur les grandeurs non filtre´es sont indique´s par des cercles. (b)
Evolution temporelle de ∆Fktrp . Le nombre d’onde de transition ktrp entre les re´gimes domine´s par la traıˆne´e
ou par la dissipation RUV est mesure´ suivant l’e´q. (4.26). ∆F = ∆P : cercles ; ∆F = 2∆P : ligne continue ;
∆F = 4∆P : ligne pointille´e ; ∆F = 6∆P : ligne tirete´e ; ∆F = 8∆P : ligne mixte.
comme ∆Fktrp (Fig. 6.4b), ou` ktrp est le nombre d’onde de transition entre les e´chelles particulaires corre´le´es
domine´es par la traıˆne´e et celles ou` Ep(k) ∝ k−2. Il est peut-eˆtre possible de de´terminer l’e´volution du
coefficient du mode`le de viscosite´ RUV filtre´ en fonction du seul parame`tre adimensionnel ∆Fktrp .
6.1.2 Diffusion par mouvement de´corre´le´ de δ̂θp
Par analogie avec la mode´lisation du terme non filtre´ (e´q. 4.39), le terme filtre´ peut eˆtre mode´lise´ par :
∂
∂x j
n¯pδ̂Qp, j =−
∂
∂x j
(
5
3
n¯pτpδ̂θp
∂
∂x j
δ̂θp) (6.3)
ou` le terme de sous-maille duˆ a` la non homoge´ne´ite´ du coefficient de diffusion est ne´glige´ pour les raisons
e´voque´es au paragraphe 6.1.1 a` propos de la mode´lisation de δ̂R
∗
p,i j. La figure 6.5a pre´sente l’e´volution
temporelle des coefficients de corre´lation au niveau scalaire. Ces coefficients sont tre`s faibles (< 0,3). Les
moyennes conditionne´es de ce mode`le montrent que ni les grandes valeurs ni les faibles valeurs du terme
de diffusion RUV ne sont correctement pre´dites en moyenne par ce mode`le (Fig. 6.6a). La forme de la PDF
du terme de diffusion (Fig. 6.6b) n’est elle non plus pas reproduite par le mode`le : elle est syme´trique, alors
que le mode`le pre´dit une forme le´ge`rement dissyme´trique (bien que la moyenne soit nulle).
Le mode`le propose´ pour la diffusion de δ̂θp par les corre´lations triples des RUV filtre´es e´choue a` tous les
tests a priori. Les hypothe`ses qui ont permis d’obtenir ce mode`le sont l’e´quilibre des corre´lations triples
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FIG. 6.5 – Coefficients de corre´lation entre le champ mesure´ de ∂n¯pδ̂Qp,m∂xm et le mode`le de diffusion RUV filtre´
(e´q. 6.3). ∆F = 2∆P : ligne continue ; ∆F = 4∆P : ligne pointille´e ; ∆F = 6∆P : ligne tirete´e ; ∆F = 8∆P : ligne
mixte. Pour rappel, les re´sultats sur les grandeurs non filtre´es sont indique´s par des cercles. Cas B3.
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FIG. 6.6 – (a)Moyenne de la diffusion RUV mode´lise´e conditionne´e par la mesure de la grandeur pour
diffe´rentes longueurs de filtrage : ∆F = 2∆P : ligne continue ; ∆F = 4∆P : ligne pointille´e ; ∆F = 6∆P : ligne
tirete´e ; ∆F = 8∆P : ligne mixte. La droite d’e´quation y = x est repre´sente´e avec un ligne mixte+carre´s.
Cas B3 a` t/τtf 0 = 1. (b) PDF de l’e´nergie corre´le´e de sous-maille exacte (carre´s) et pre´diction du mode`le
(e´q. 6.3). Cas B3, ∆F = 4∆P a` t/τtf 0 = 1.
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et la forme proche d’une gaussienne de la PDF locale des vitesses de´corre´le´es. Ces hypothe`ses ne sont
probablement pas valides dans les cas e´tudie´s. La mode´lisation correcte de ce terme reste une question
ouverte.
6.2 Tenseur de sous-maille : Tp,i j
6.2.1 Strate´gies de mode´lisation
Les mode`les propose´s doivent satisfaire plusieurs types de contraintes (Sagaut (1998)) : ils doivent eˆtre
consistants du point de vue des phe´nome`nes physiques mode´lise´s (conservation de l’invariance galile´enne,
meˆmes effets, ...) et doivent eˆtre nume´riquement acceptables (couˆt nume´rique, stabilite´ des calculs, ...).
Seuls des tests a priori des mode`les sont re´alise´s dans ce travail, les contraintes nume´riques des mode`les
ne seront donc pas e´value´es. Toutefois, les mode`les propose´s par la suite e´tant tre`s similaires aux mode`les
classiquement utilise´s en LES monophasique, on peut supposer que ces mode`les sont aussi nume´riquement
acceptables pour les LES Euler-Euler.
Selon la classification de Sagaut (1998), le de´veloppement de mode`les de sous-maille peut se faire suivant
deux approches distinctes. La mode´lisation structurelle consiste a` e´valuer la forme du tenseur de sous-
maille, elle vise a` trouver une approximation la plus semblable possible du tenseur. Cette cate´gorie regroupe
les mode`les de type similarite´ d’e´chelles et gradient. La mode´lisation fonctionnelle, quant a` elle, cherche a`
reproduire l’action du tenseur de sous-maille sur les grandes e´chelles.
Avant de proposer une mode´lisation du tenseur des contraintes de sous-maille de type fonctionnel, il convient
de de´terminer quel est le roˆle des petites e´chelles (k > kc, le nombre d’onde de coupure du filtre est kc ≈
2pi/∆F ) du mouvement corre´le´. Deux diffe´rents cas doivent eˆtre examine´s (Fig. 6.7) :
– kc > ktrp (Fig. 6.7a) : seule une partie des e´chelles dissipatives est re´solue. Le mode`le de sous-maille
doit permettre de dissiper l’e´nergie aux e´chelles proche du nombre d’onde de coupure. Le roˆle du
tenseur de sous-maille particulaire est, en premie`re approximation, le meˆme que celui du fluide, bien
que les me´canismes assurant la dissipation soient diffe´rents. Des mode`les e´quivalents a` ceux utilise´s
en turbulence compressible sont envisageables.
– kc < ktrp (Fig. 6.7b) : les e´chelles assurant la dissipation du mouvement corre´le´ ne sont pas re´solues.
De plus une partie des e´chelles de sous-maille est corre´le´e avec le fluide par l’interme´diaire de la force
de traıˆne´e. La coupure du filtrage LES se situe alors dans la zone de forc¸age par la traıˆne´e du spectre
de vitesse corre´le´e, si bien que le tenseur de sous-maille des particules « ressemble » a` celui du fluide
et doit en conse´quence assurer un roˆle dissipatif.
Dans la suite, la pre´sentation des mode`les de sous-maille sera limite´ au cas kc > ktrp . Les tests a priori ne sont
effectue´s que sur le cas B3 dont le spectre des vitesses corre´le´es pre´sente la plus grande zone de dissipation1 .
1Les re´sultats des tests a priori dans le cas A2’ (tre`s faible Reynolds turbulent) projete´ sur un maillage 1283 sont en tout point
similaires a` ceux obtenus sur le cas B3. Ces re´sultats pre´liminaires ont fait l’objet de pre´sentations dans des congre`s internationnaux
(Moreau et al. (2005b,c)). Le proceeding de l’ILASS america 2005 est inclu en annexe.
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FIG. 6.7 – Forme sche´matique de la se´paration d’e´chelle des spectres des vitesses particulaires corre´le´es
Ep(k). ktrp est le nombre d’onde de transition entre le re´gime domine´ par la traıˆne´e et la zone de dissipation.
kc est le nombre d’onde de coupure du filtrage LES (kc ≈ pi/∆P). Les e´chelles de sous-maille (hachures)
doivent eˆtre mode´lise´es. (a) ktrp < kc. (b) ktrp > kc.
Le positionnement des diffe´rents nombres de coupure kc sur le spectre des vitesses particulaires corre´le´es
est pre´sente´ sur la Fig. 6.8 dans le cas B3, a` l’instant t/τtf 0 = 1. Lorque ∆F = 4∆P, le nombre d’onde de
transition ktrp est a` peu pre`s e´gal au nombre d’onde de coupure kc.
Dans les cas ou` les e´chelles particulaires de sous-maille sont corre´le´es avec celles du fluide, les tenseurs
de sous-maille particulaire et fluide sont tre`s similaires, si bien que les re´sultats des tests a priori seraient
e´quivalents a` ceux classiquement effectue´s en e´coulement monophasique fluide. De tels tests a priori ont
peu d’inte´ret dans les cas simule´s, du fait des faibles nombres de Reynolds des e´coulments fluide simule´s.
6.2.2 Mode`les
Trois mode`les de sous-maille utilise´s en e´coulement turbulent compressible sont adapte´s a` l’approche
particulaire aux grandes e´chelles : le mode`le de Smagorinsky sous deux variantes, un mode`le de similarite´
d’e´chelles et un mode`le mixte. Ces mode`les ont e´te´s choisis car ce sont les plus fre´quemment utilise´s en LES
monophasique. Il existe de nombreux autres mode`les de sous maille pour les e´coulements compressibles, le
de´veloppement de tels mode`les est un sujet de recherche en pleine expansion (par exemple, Vreman (1995),
Nicoud et Ducros (1999), Lenormand et al. (2000)).
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FIG. 6.8 – Positionnement des nombres d’onde de coupure kc (ligne tirete´e) sur le spectre des vitesses
corre´le´es Ep(k) (ligne continue). Le nombre d’onde de coupure est e´value´ par kc = 2pi/∆F . ∆F = 2∆P, 4∆P,
6∆P, 8∆P. Cas B3 a` t/τtf 0 = 1. transition est e´value´ a` 7,8 ou 8,9 selon la me´thode (voir Fig. 4.25).
Mode`les de type Smagorinsky
Le premier mode`le est le fameux mode`le de Smagorinsky (1963) dans une version compressible2
T ∗p,i j =−C2S∆2F | ˆS∗p| ˆS∗p,i j (6.4)
ou` ˆS∗p,i j est la partie de´viatrice du tenseur de cisaillement des vitesses particulaires filtre´es, sa norme est
de´finie par | ˆS∗p|2 = 12 ˆS∗p,i j ˆS∗p,i j .
Cette approche est similaire a` celle de Shotorban et Balachandar (2006) qui, dans le formalisme de l’hy-
pothe`se d’e´quilibre de la phase particulaire, ont sugge´re´ de mode´liser l’effet des e´chelles de sous-maille sur
le champ de vitesse particulaire par un mode`le de Smagorinsky exprime´ a` l’aide du champ de vitesse du
fluide :
T ∗p,i j =−CS∆2F | ¯S f | ¯S f ,i j (6.5)
ou` ¯S f ,i j est le tenseur des contraintes de cisaillement filtre´es du fluide.
Les deux mode`les de viscosite´ pre´ce´dents ne mode´lisent que la partie anisotrope du tenseur de sous-maille
Tp,i j. Un mode`le de Yoshizawa3 est utilise´ pour l’e´nergie corre´le´e de sous-maille :
qp,SGS = CY ∆2F | ˆSp|2 (6.6)
2Il existe plusieurs de´clinaisons compressibles du mode`le de Smagorinsky. La viscosite´ turbulente du mode`le fait intervenir soit
la norme du tenseur de cisaillement totale (Moin et al. (1991); Erlebacher et al. (1992); Martin et al. (2000)), soit la norme de sa
partie de´viatrice (Lenormand et al. (2000)). Cette dernie`re formulation a e´te´ retenue pour la suite. Toutefois, des tests pre´liminaires
en utilisant ces deux mode`les de Smagorinsky compressibles ne montrent pas de diffe´rences notables sur les tests a priori.
3Meˆme remarque que pour la de´finition compressible du mode`le de Smagorinsky. Voir note de bas de page nume´ro 2.
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En e´coulement incompressible, un tel mode`le n’est pas ne´cessaire, l’e´nergie de sous-maille e´tant ajoute´e
a` la pression filtre´e. Cette quantite´ intervient dans l’e´quation de quantite´ de mouvement a` grande e´chelle
dans le terme − 23 n¯pqp,SGSδi j et est couple´e a` la RUE filtre´e selon le terme ∂∂xi [−
2
3 n¯p(δ̂θp +qp,SGS)]. Dans le
cas de particules le´ge`res (St ≪ 1), l’e´nergie de´corre´le´e est ne´gligeable devant l’e´nergie de sous-maille. Pour
les particules plus inertielles e´tudie´es ici, les valeurs moyennes des e´nergies de sous-maille et de´corre´le´e
sont du meˆme ordre de grandeur (Fig. 5.2). De plus, les champs locaux instantane´s de qp,SGS pre´sentent des
variations plus importantes que ceux de δ̂θp et ne sont pas localise´s au meˆme emplacement (dans le cas B2,
∆F = 4∆P, Fig. 5.3). A priori, l’e´nergie de sous-maille doit eˆtre mode´lise´e.
Mode`le de similarite´ d’e´chelles
En introduisant la fluctuation de sous-maille de la vitesse u′′p = up− uˆp, le tenseur de sous-maille Tp,i j
peut eˆtre e´crit comme la somme de trois termes selon :
Tp,i j = Lp,i j +Cp,i j + Rp,i j (6.7)
ou` les termes de Leonard Lp,i j, croise´s Cp,i j et de Reynolds Rp,i j sont
Lp,i j = ˆ̂up,iuˆp, j− uˆp,iuˆp, j (6.8)
Cp,i j = ˆ̂up,iu′′p, j + û′′p,iuˆp, j (6.9)
Rp,i j = û′′p,iu′′p, j (6.10)
Le terme de Leonard de´pend seulement de grandeurs filtre´es et peut eˆtre calcule´ explicitement. Par une ap-
proche de de´convolutionStolz et Adams (1999), les fluctuations de sous-maille de la vitesse sont au premier
ordre u′′p ≈ uˆp− ̂ˆup. En supposant que
ˆ̂up,iu
′′
p, j ≈ ̂ˆup,i(uˆp, j− ̂ˆup, j) (6.11)
û′′p,iu
′′
p, j ≈ (uˆp,i− ̂ˆup,i)(uˆp, j− ̂ˆup, j) (6.12)
Le tenseur de sous-maille est, finalement, mode´lise´ par :
Tp,i j = CB( ˆ̂up,iuˆp, j− ̂ˆup,îˆup, j) (6.13)
Le coefficient du mode`le doit eˆtre CB = 1 pour assurer la conservation de l’invariance galile´enne du tenseur
de sous-maille (Speziale (1985)). Par construction, ce mode`le ne prend en compte que la contribution des
e´chelles re´solues au terme de sous-maille. En e´coulement fluide, ce mode`le donne de tre`s bons re´sultats aux
tests a priori, mais sous-estime la dissipation ce qui conduit a` des calculs instables pour les tests a posteriori.
Une solution consiste a` interdire certaines valeurs pre´dites par ce mode`le (Vreman (1995)). Un tel mode`le
est the´oriquement capable de prendre en compte la remonte´e d’e´nergie des petites e´chelles vers les plus
grandes (« backscatter effect », Horiuti (1989)).
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Mode`le mixte
Ce mode`le est base´ sur l’ide´e d’obtenir une bonne repre´sentation des transferts inter-e´chelles par le
mode`le de similarite´ et la bonne dissipation par le mode`le de Smagorinsky. Physiquement, le mode`le de
similarite´ d’e´chelle prend en compte la contribution des grandes e´chelles aux e´chelles non re´solue, alors que
le mode`le de viscosite´ permet de bien repre´senter la cascade d’e´nergie vers les petites e´chelles. Ce mode`le a
e´te´ teste´ a priori pour des e´coulements fluides compressibles par Erlebacher et al. (1992). Dans le cadre de
l’approche particulaire me´soscopique a` grandes e´chelles, ce mode`le s’e´crit :
Tp,i j = ˆ̂up,iuˆp, j− ̂ˆup,îˆup, j−C′S∆2F | ˆS∗p| ˆS∗p,i j + 23C′Y ∆2F | ˆS∗p|2δi j (6.14)
Erlebacher et al. (1992) proposent les valeurs C′S = 0.092 pour la constante de Samgorinsky et C′Y = 0.0033
pour le mode`le de Yoshizawa. Speziale et al. (1988) a` l’aide de test a priori pour des e´coulements faiblement
compressibles en THI, sugge`rent de ne´gliger le mode`le de Yoshizawa (C′Y = 0).
Ajustement dynamique des coefficients
Les mode`les de type Smagorinsky de´pendent du cisaillement total, ainsi les gradients moyens de vitesse
contribuent a` la dissipation, ce qui conduit a` de mauvais re´sultats en LES, lorsque des gradiens de vitesse
moyenne, au sens de Reynolds, existent. Cela a e´te´ de nombreuses fois mis en e´vidence en e´coulement
monophasique dans des configurations telles que les jets (Le Ribault et al. (1999)), ou les e´coulements
en canal (Piomelli et al. (1988)). L’ajustement dynamique des constantes des mode`les compressibles de
Smagorinsky (Moin et al. (1991)) et mixte (Vreman (1995)) permet d’ame´liorer les re´sultats. Ces me´thodes
reposent sur une hypothe`se de type similarite´ d’e´chelle : les champs re´solus sont explicitement filtre´s sur une
e´chelle caracte´ristique plus grande que la taille des mailles de calcul (typiquement sur une longueur double)
appele´e « niveau test » ; l’identite´ de Germano (Germano et al. (1991)) permet de relier les contraintes
re´solues aux contraintes de sous-maille non re´solues et celles du « niveau test » ; il est suppose´ que les
tenseurs de sous-maille a` ces deux niveaux peuvent eˆtre mode´lise´s par le meˆme mode`le avec le meˆme
coefficient. La valeur du coefficient est ensuite obtenue par contraction de l’identite´ de Germano avec le
tenseur de cisaillement (Germano et al. (1991)) ou avec le tenseur des contraintes re´solues (Lilly (1992))
suivi d’une prise de moyenne spatiale dans une direction d’homoge´ne´ite´, ou temporelle (Meneveau et Katz
(2000)). L’application de cette me´thode d’ajustement dynamique des coefficients dans le cas particulaire
est, tout a` fait, envisageable. Une restriction peut toutefois eˆtre formule´e : le nombre d’onde de coupure du
niveau test devra rester infe´rieur au nombre d’onde de transition si kc < ktrp . En effet, dans le cas contraire,
la pente du spectre des vitesses corre´le´es changeant entre les nombres d’onde de coupure du maillage et
du niveau test, l’hypothe`se de l’identite´ de la valeur du coefficient aux deux nombres de coupure n’est plus
satisfaite.
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FIG. 6.9 – Evolution temporelle des coefficients de corre´lation direct (a) et contracte´ (b) entre le tenseur
de sous-maille T ∗p,i j mesure´ et les pre´dictions des mode`les. mode`le de viscosite´ : ligne continue ; mode`le de
similarite´ : ligne pointille´e ; mode`le mixte : ligne tirete´e ; mode`le de viscosite´ vitesse fluide : cercles. Cas
B3, ∆F = 4∆P.
6.2.3 Tests a priori
Les mode`les pre´ce´dents sont teste´s a` l’aide des champs eule´riens me´soscopiques obtenus par projection
des re´sultats lagrangiens. Les tests a priori de mode`les de sous-maille ne permettent pas d’e´valuer la per-
formance des mode`les dans une vrai simulation des grandes e´chelles (Germano et al. (1991); Moin et al.
(1991)). Toutefois, ils constituent un premier pas dans l’e´valuation des mode`les de sous-maille.
Les tests des mode´lisations du tenseur de sous-maille Tp,i j sont effectue´s pour le cas B3 seulement. Dans
ce cas, le spectre des vitesses corre´le´es pre´sente une pente a` peu constante en k−2 du nombre d’onde k = 6
jusqu’au plus grand nombre d’onde 32, alors que dans le cas B2, la zone a` pente constante s’e´tend seulement
de k = 18 a` k = 32. Malgre´ le manque de compre´hension des transferts d’e´nergie dans un tel syste`me par-
ticulaire, on suppose que la pre´sence d’une zone a` pente constante dans le spectre des vitesses particulaires
corre´le´es est re´ve´lateur d’un comportement typique des e´coulements charge´s en particules inertielles. Le
nombre d’onde caracte´ristique du filtre LES est choisi de manie`re a` filtrer des e´chelles correspondant a` la
zone a` pente constante.
Partie de´viatrice
Les coefficients de corre´lation aux niveaux direct et contracte´ entre la partie de´viatrice du tenseur de
sous-maille mesure´ (T ∗p,i j) et les pre´dictions des mode`les sont pre´sente´s (Fig. 6.9). Au niveau des coeffi-
cients de corre´lations directs, les mode`les de Smagorinsky particulaire (e´q. 6.4) ou fluide (e´q. 6.5) pre´sentent
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FIG. 6.10 – (a) PDF de la dissipation de sous-maille T ∗p,i j ∂uˆp,i∂x j exacte (carre´s) et pre´diction des mode`les. (b)
Moyennes des pre´dictions des mode`les conditionne´es par la valeur locale mesure´e. La ligne mixte repre´sente
la droite d’e´quation y = x. Mode`le de viscosite´ : ligne continue ; mode`le de similarite´ : ligne pointille´e ;
mode`le mixte : ligne tirete´e ; mode`le de viscosite´ vitesse fluide : cercles. Cas B3, ∆F = 4∆P a` t/τtf 0 = 1.
une faible corre´lation (< 0,5), alors que les mode`les de similarite´ et mixte posse`dent des coefficients de
corre´lation plus e´leve´s (> 0,8). Au niveau scalaire qui est le plus repre´sentatif du comportement des mode`les
(Clark et al. (1979)), la corre´lation du mode`le de Smagorinsky fluide reste faible (≈ 0,6). La corre´lation du
mode`le de Smagorinsky particulaire est plus grande (0,81 en moyenne), mais pas aussi bonne que celle des
mode`les de similarite´ et mixte (0,93 and 0,91).
Les PDF de la dissipation de sous-maille T ∗p,i j
∂uˆp,i
∂x j mesure´e ou bien pre´dites par les mode`les a` l’instant
t/τtf 0 = 1 sont pre´sente´s (Fig. 6.10a). Les coefficients CS et C′S des mode`les de Smagorinsky et mixtes sont
de´termine´s en ajustant la moyenne de la dissipation des mode`les sur la valeur exacte. La constante du mode`le
de similarite´ d’e´chelle est 1. Le terme T ∗p,i j
∂uˆp,i
∂x j est principalement ne´gatif, mais pre´sente quelques valeurs
positives, qui ne peuvent pas eˆtre prises en compte par le mode`le de Smagorinsky particulaire, et dont la
probabilite´ est sous-estime´e par les trois autres mode`les. Le mode`le de similarite´ (CB = 1) sous-estime la
dissipation moyenne. La forme de la PDF pour T ∗p,i j
∂uˆp,i
∂x j < 0 est correctement pre´dite par les mode`les de
Smagorinsky particulaire et fluide et par le mode`le mixte.
Les moyennes conditionne´es des quatre mode`les de la partie de´viatrice du tenseur de sous-maille sont cal-
cule´es entre la valeur moyenne de la dissipation moins quatre fois la valeur RMS et plus 4 fois la valeur
RMS (Fig. 6.10b). Les moyennes conditionne´es du mode`le de Smagorinsky exprime´ avec les vitesses fluides
filtre´es sont faibles aussi bien pour les valeurs ne´gatives du terme de dissipation que pour les valeurs po-
sitives. Le mode`le de Smagorinsky particulaire sous-estime, en moyenne, les valeurs ne´gatives du terme
T ∗p,i j
∂uˆp,i
∂x j . Les valeurs positives ne peuvent pas eˆtre pre´dites par ce mode`le. La corre´lation des valeurs po-
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FIG. 6.11 – Evolution temporelle des coefficients de corre´lation direct (a) et contracte´ (b) entre l’e´nergie de
sous-maille qp,SGS mesure´ et les pre´dictions des mode`les. mode`le de viscosite´ (Yoshizawa) : ligne continue ;
mode`le de similarite´ : ligne pointille´e ; mode`le mixte : dashed line. Cas B3, ∆F = 4∆P.
sitives est a` peu pre`s du meˆme niveau que pour les valeurs ne´gatives, sauf que le signe est faux. Ainsi, le
mode`le de Smagorinsky particulaire pre´dit des valeurs fortement ne´gatives, quand T ∗p,i j
∂uˆp,i
∂x j est fortement po-
sitif. Seul le mode`le de similarite´ d’e´chelle est capable de pre´dire correctement les valeurs ne´gatives. L’ajout
du mode`le de similarite´ au mode`le de Smagorinsky dans le mode`le mixte permet d’ame´liorer la pre´diction
des valeurs ne´gatives comparativement au mode`le de Smagorinsky seul. Les valeurs positives sont, elles
aussi, mieux pre´dites puisqu’elles sont, en moyenne, quasiment nulles (et non plus ne´gatives) : les mode`les
de similarite´ et de Smagorinsky se compensent aux endroits ou` T ∗p,i j
∂uˆp,i
∂x j > 0. Cela repre´sente un gain par
rapport au mode`le de Smagorinsky, mais l’effet de type remonte´e d’e´nergie des petites e´chelles (en anglais :
« backscatter effect ») n’est, en moyenne, pas pre´dit par le mode`le mixte.
Energie de sous-maille
Concernant l’e´nergie de sous-maille, les mode`les de Yoshizawa, de similarite´ et mixte sont bien corre´le´s
(coefficients > 0,8) avec le terme exact aussi bien au niveau tensoriel ou direct (qp,SGS, Fig. 6.11a) que
scalaire ou contracte´ (qp,SGS ∂uˆp, j∂x j , Fig. 6.11b).
La forme de la PDF de dissipation est bien pre´dite par les quatre mode`les (Fig. 6.12a). On peut seulement
remarquer que le mode`le de Yoshizawa surestime la proportion des faibles valeurs de qp,SGS. Les moyennes
conditionne´es sont, elles aussi, bien pre´dites (Fig. 6.12a) jusqu’a` qp,SGS/〈qp,SGS〉p¯ = 2. Les tre`s grandes
valeurs de l’e´nergie de sous-maille sont, le´ge`rement, surestime´es par (dans l’ordre croissant de l’erreur
commise) les mode`les mixtes et de Yoshizawa. Le mode`le de similarite´ d’e´chelle pre´dit correctement les
fortes valeurs de qp,SGS en moyenne.
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FIG. 6.12 – (a) PDF de l’e´nergie corre´le´e de sous-maille exacte (carre´s) et pre´diction des mode`les ; (b)
Moyennes de l’e´nergie corre´le´e de sous-maille pre´dite par les mode`les conditionne´es par la valeur locale
mesure´e. La ligne mixte repre´sente la droite d’e´quation y = x. mode`le de viscosite´ (Yoshizawa) : ligne
continue ; mode`le de similarite´ : ligne pointille´e ; mode`le mixte : dashed line. Cas B3, ∆F = 4∆P a` t/τtf 0 = 1.
De´termination des constantes des mode`les
Les valeurs des coefficients des mode`les de Smagorinsky (resp. Yoshizawa) sont e´value´es en ajustant la
dissipation (resp. l’e´nergie) de sous-maille moyenne des mode`les a` la valeur mesure´e (exacte). L’e´volution
temporelle des constantes est pre´sente´e (Fig. 6.13a : mode`les de Smagorinsky particulaire, fluide et com-
pris dans le mode`le mixte ; Fig. 6.13b : mode`les de Yoshizawa des mode`les de viscosite´ et mixte). Apre´s
l’initialisation, les coefficients de Smagorinsky augmentent puis se stabilisent. En effet a` l’initialisation,
les vitesses particulaires corre´le´es sont e´gales a` la vitesse fluide, le tenseur de sous-maille des particules
est celui du fluide. Comme l’e´coulement fluide est faiblement turbulent, la dissipation visqueuse fluide des
grandes e´chelles n’est pas ne´gligeable devant la dissipation de sous-maille et le coefficient de Smagorinsky
(CS = 0,11) est plus faible que celui the´oriquement de´termine´ en e´coulement fluide pleinement turbulent a`
partir de la pente du spectre (CS = 0,18, Lesieur et Me´tais (1996)). Ces coefficients varient peu, a` l’excep-
tion du cas du mode`le de Smagorinsky fluide. Aucune valeur n’est prescrite pour ce dernier mode`le. Les
valeurs moyennes des coefficients obtenues pour les diffe´rentes longueurs de filtre sont re´pertorie´es dans le
tableau 6.1.
Ainsi, la constante de Smagorinsky du mode`le de viscosite´ vaut en moyenne (temporelle) CS = 0,16. Cette
valeur est tre`s proche des valeurs standards dans le cas d’un e´coulement monophasique : 0,2 ou 0,17 en
THI (Deardorff (1971); Schumann (1991)), 0,13 pour une couche de me´lange compressible (Vreman et al.
(1996)) ou 0,1 en canal (Deardorff (1970)). Le coefficient du mode`le de Yoshizawa, quant a` lui, vaut ap-
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FIG. 6.13 – (a) Evolution temporelle des coefficients des mode`les de T ∗p,i j. Mode`le de viscosite´ : ligne
continue ; mode`le mixte : ligne tirete´e ; mode`le de viscosite´ vitesse fluide : cercles. (b) Evolution temporelle
des coefficients des mode`le de qp,SGS. mode`le de viscosite´ (Yoshizawa) : ligne continue ; mode`le mixte :
dashed line. Cas B3, ∆F = 4∆P.
Mode`le Coefficient ∆F = 2∆P 4∆P 6∆P 8∆P
Viscosite´ part. CS 0,19 0,16 0,16 0,15
CY 0,055 0,043 0,053 0,053
Mixte C′S 0,13 0,12 0,13 0,12
C′Y 0,021 0,020 0,029 0,032
TAB. 6.1 – Evaluation des constantes moyennes (hors initialisation) des mode`les de viscosite´ particulaire
(e´q. 6.4 et 6.6) et du mode`le mixte (e´q. 6.14) pour les diffe´rentes tailles du filtre. Cas B3.
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proximativement 0,051. Cette valeur est en accord avec la proposition originelle de Yoshizawa (CY = 0.039).
Malgre´ ses coefficients de corre´lation e´leve´s, le mode`le de similarite´ d’e´chelle (avec CB = 1) sous-estime la
dissipation et l’e´nergie de sous-maille d’un facteur 2,2. Une valeur CB 6= 1 viole la proprie´te´ d’invariance
galile´enne des e´quations des grandes e´chelles, c’est pourquoi le mode`le de similarite´ d’e´chelle est e´carte´.
Les valeurs des coefficients des parties Smagorinky et Yoshizawa du mode`le mixte sont C′S = 0,12 et
C′Y = 0,025. C′S est proche de la valeur standard pour le fluide (C′S = 0.092), alors que C′Y est supe´rieur
d’un ordre de grandeur aux valeurs classiquement utilise´es en e´coulement fluide (0 ≤C′Y ≤ 0.0033, Ha et
Zhu (1998)).
Influence de l’inertie des particules
Dans le cas de particules lourdes, des mode`les de type Smagorinsky ou mixte exprime´s en fonction de la
vitesses particulaires corre´le´es filtre´es des particules re´ussissent les tests a priori. Dans le cas de particules
plus le´ge`res ou` kc < ktrp , le champ de vitesse aux grandes e´chelles et le tenseur de sous-maille ressemblent a`
ceux du fluide. Les mode`les propose´s tendent alors vers les mode`les de sous-maille fluide. Les coefficients
des mode`les particulaires devront, toutefois, eˆtre modifie´s vers les valeurs standards des mode`les mono-
phasiques. Les coefficients de Smagorinsky calcule´s dans le cas des particules lourdes e´tant proches des
valeurs standards, seuls les coefficients du mode`les de Yoshizawa devront eˆtre ajuste´s, par exemple selon
une proce´dure dynamique.
6.3 Diffusion de sous-maille de l’e´nergie de´corre´le´e
On a vu dans les cas teste´s que la diffusion de sous-maille de l’e´nergie de´corre´le´e filtre´e − ∂n¯pQp, j∂x j est
du meˆme ordre de grandeur que la diffusion par le mouvement de´corre´le´ − ∂n¯pδ̂Qp, j∂x j et doit eˆtre mode´lise´e.
Le terme des fluctuations e´nergie de´corre´le´e-vitesses corre´le´es de sous-maille Qp, j est ûp, jδθp − uˆp, jδ̂θp.
Les mode`les de sous-maille pre´sente´s sont de´rive´s de ceux classiquement utilise´s en LES monophasique
compressible pour le terme de diffusion de sous-maille de tempe´rature.
6.3.1 Mode`les
Diffusion d’e´chelle
Le mode`le de diffusion a e´te´ introduit en e´coulement monophasique compressible par Moin et al. (1991)
(dans sa version dynamique). Le flux de sous-maille est alors mode´lise´ par :
n¯pQp,m =−n¯p νp,SGSPrp,SGS
∂δ̂θp
∂xm
(6.15)
ou` la viscosite´ de sous-maille est donne´e par le mode`le de Smagorinsky et Prp,SGS est le nombre de Prandtl
particulaire de sous-maille. La pertinence de l’inclusion de la divergence du champ de vitesse dans la
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de´finition de νp,SGS de ce mode`le de diffusion (inde´pendament de la mode´lisation du tenseur de sous-maille)
est discute´ par Vreman (1995) en e´coulement monophasique compressible. En ce qui concerne l’approche
particulaire, les tests effectue´s ne montrent pas de diffe´rence notable pour les deux de´finitions possibles de la
viscosite´ de sous-maille, si bien que les re´sultats des tests sont seulement pre´sente´s pour νp,SGS = CS∆2F | ¯S∗p|
et CS choisi pour obtenir la dissipation de sous-maille correcte.
Similarite´ d’e´chelle
Ce mode`le de type structurel est obtenu par analogie avec le mode`le de Bardina pour le tenseur des
contraintes de sous-maille.
n¯pQp,m = C′Bn¯p(̂uˆp,mδ̂θp− ̂ˆup,mδ̂θp) (6.16)
La constante C′B doit the´oriquement eˆtre e´gale a` 1 pour ne pas violer la condition d’invariance galile´enne de
l’e´quation de transport de l’e´nergie de´corre´le´e filtre´e.
Mode`le mixte
Un mode`le mixte, propose´ en turbulence compressible par Speziale et al. (1988), est la somme des
mode`les de diffusion et de similarite´ d’e´chelle :
n¯pQp,m = n¯p(̂uˆp,mδ̂θp− ̂ˆup,mδ̂θp− ν′p,SGSPr′p,SGS ∂δ̂θp∂xm ) (6.17)
6.3.2 Tests a priori
Les coefficients de corre´lation des diffe´rents mode`les sont a` peu pre`s constants dans le temps (Fig. 6.14).
Le mode`le de diffusion d’e´chelles pre´sente la plus faible corre´lation moyenne (0,5), l’ajout d’un mode`le de
similarite´ permet d’obtenir de meilleurs coefficients de corre´lation (0,8) du meˆme ordre que ceux du mode`le
de type Bardina seul (0,8 aussi).
La forme ainsi que la syme´trie de la PDF du terme de diffusion de sous-maille sont correctement pre´dites
par les trois mode`les (Fig. 6.15a). Le mode`le de similarite´ avec C′B = 1 sous-estime la fluctuation moyenne
de − ∂n¯pδ̂Qp, j∂x j . Les moyennes conditionne´es montrent que l’ensemble des valeurs du terme de diffusion est
en moyenne bien pre´dit par les mode`les de similarite´ et mixte. Celles du mode`le de diffusion d’e´chelle
sont moins bonnes. Ces re´sultats sont en accord avec les re´sultats des tests a priori des mode´lisations du
tenseur de sous-maille : les mode`les mixtes donnent de meilleurs re´sultats que les mode´lisations purement
fonctionnelles ou purement structurelles.
De´termination des constantes des mode`les
Les valeurs moyennes des nombres de Prandtl de sous-maille Prp,SGS et Pr′p,SGS en fonction de ∆F sont
regroupe´es dans le tableau 6.2.
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FIG. 6.14 – Coefficients de corre´lation entre la diffusion de sous-maille de l’e´nergie de´corre´le´e mesure´e
et les pre´dictions des mode`les : Mode`le de diffusion d’e´chelle : ligne continue ; mode`le de similarite´ :
ligne pointille´e ; mode`le mixte : ligne tirete´e. La ligne mixte repre´sente la droite d’e´quation y = x. Cas B3,
∆F = 4∆P.
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FIG. 6.15 – (a) PDF de la diffusion de sous-maille de l’e´nergie de´corre´le´e mesure´e (carre´s) et pre´diction
des mode`les ; (b) Moyenne de la diffusion de sous-maille de l’e´nergie de´corre´le´e mode´lise´e conditionne´e
par la mesure de la grandeur. La droite d’e´quation y = x est repre´sente´e avec un ligne mixte. Mode`le de
diffusion d’e´chelle : ligne continue ; mode`le de similarite´ : ligne pointille´e ; mode`le mixte : ligne tirete´e. Cas
B3, ∆F = 4∆P a` t/τtf 0 = 1.
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Mode`le Coefficient ∆F = 2∆P 4∆P 6∆P 8∆P
Viscosite´ part. Prp,SGS 0,67 0,78 0,86 0,91
Mixte Pr′p,SGS 1,4 1,4 1,3 1,3
TAB. 6.2 – Evaluation des constantes moyennes (hors initialisation) des mode´lisation du terme de diffusion
de sous-maille : mode`les de viscosite´ particulaire (e´q. 6.15) et du mode`le mixte (e´q. 6.17) pour les diffe´rentes
tailles du filtre.
La valeur de Prp,SGS du mode`le de diffusion d’e´chelle est obtenue en ajustant la valeur RMS du mode`le
sur celle du terme mesure´. Pour ∆F = 2∆P, le Prandtl moyen vaut 0,67. Sa valeur augmente le´ge`rement
avec la longueur de filtrage pour atteindre 0,91 quand ∆F = 8∆P. Ces valeurs sont comparables a` celles
obtenus en e´coulement fluide : la valeur la plus utilise´e est 0,5, l’e´valuation par la version dynamique de
ce mode`le donne les valeurs 0,4 ou 0,85 en THI (Moin et al. (1991)) ou ≈ 1 dans une couche de me´lange
compressible (Vreman (1995)). Dans le cas du mode`le mixte de diffusion, Pr′p,SGS est calcule´ de fac¸on
a` obtenir le taux de fluctuation de la diffusion de sous-maille moins le terme de similarite´ d’e´chelle. La
valeur du Prandtl de sous-maille du mode`le mixte est plus e´leve´e que celle du mode`le de diffusion d’e´chelle
(Pr′p,SGS = 1,4) et semble peu de´pendante de la largeur du filtre. Cette valeur est supe´rieure a` celle pre´conise´e
en e´coulement monophasique compressible (0,5 en THI selon Speziale et al. (1988)), ce qui pourrait indiquer
que la diffusion de sous-maille de la phase particulaire est moins grande que celle du fluide (la valeur du
coefficient de Smagorinsky du mode`le mixte e´tant proche de celle du mode`le fluide).
6.4 Production de sous-maille de l’e´nergie de´corre´le´e
La production de sous-maille d’e´nergie de´corre´le´e est du meˆme ordre de grandeur que la production par
les grandes e´chelles (paragraphe 5.2.5). Le terme Πp doit eˆtre mode´lise´.
6.4.1 Mode`les
Similarite´ d’e´chelle
Un mode`le de similarite´ d’e´chelle peut eˆtre exprime´ a` l’aide des corre´lations du mouvement de´corre´le´
filtre´ δ̂Rp,i j.
Πp = ̂̂δRp,i j ˆSp,i j− δ̂Rp,i j ˆˆSp,i j (6.18)
Un mode`le analogue a e´te´ propose´ par Martin et al. (2000) pour le terme de dissipation visqueuse de sous-
maille dans l’e´quation de l’e´nergie totale du fluide en e´coulement monophasique compressible.
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Equilibre local de l’e´nergie de sous-maille
En supposant que l’e´nergie de sous-maille est localement a` l’e´quilibre (somme des termes de transport
nulle), Πp est relie´e a` la dissipation de sous-maille et a` la traıˆne´e de sous-maille,
Πp = Tp,im
∂uˆp,i
∂xm
+
1
τp
(2qp,SGS−q f p,SGS) (6.19)
Ce mode`le peut eˆtre simplifie´ en supposant que la covariance fluide-particule de sous-maille est ne´gligeable :
(kc > ktrp )
Πp = Tp,im
∂uˆp,i
∂xm
+
1
τp
(2qp,SGS) (6.20)
Cette hypothe`se semble raisonnable si kc > ktrp . La traıˆne´e de sous-maille apparaıˆt alors comme un terme de
production d’e´nergie de´corre´le´e filtre´e. Le terme de traıˆne´e de l’e´quation de quantite´ de mouvement e´tant
local dans l’espace spectral, cette formulation pose proble`me. Pour y reme´dier, la totalite´ du terme de traıˆne´e
peut eˆtre ne´glige´, le mode`le simplifie´ d’e´quilibre local (Riber et al. (2006b)) devient alors
Πp = Tp,im
∂uˆp,i
∂xm
(6.21)
Ce mode`le revient a` supposer que l’e´nergie corre´le´e aux grandes e´chelles est directement convertie en
e´nergie de´corre´le´e par la dissipation de sous-maille. Trois variantes du mode`le d’e´quilibre local sont ainsi
propose´es.
Mode`les de type Ghosal
Par un raisonnement dimensionnel, le terme de production de sous-maille d’e´nergie de´corre´le´e est e´value´
par :
Πp = C
q
3
2
p,SGS
∆F
(6.22)
Ce mode`le a historiquement e´te´ propose´ pour mode´liser ce meˆme terme (mais de signe oppose´) dans
l’e´quation de transport de l’e´nergie de sous-maille (Ghosal et al. (1995)). L’e´nergie corre´le´e de sous-maille
qp,SGS ne´cessaire dans ce mode`le peut eˆtre obtenue par un mode`le de Yoshizawa ou par un mode`le de si-
milarite´ d’e´chelle (Vreman (1995); Martin et al. (2000); Lenormand et al. (2000)). La constante du mode`le
peut eˆtre e´value´e en supposant un e´quilibre global (et non plus local) de l’e´nergie de sous-maille dans
une direction d’homoge´ne´ite´ de l’e´coulement (Vreman (1995)). La production moyenne par les e´chelles de
sous-maille vaut alors l’oppose´ de la dissipation de l’e´nergie cine´tique aux grandes e´chelles par le tenseur
de sous-maille.
6.4.2 Tests a priori
Comme on l’a vu pre´ce´demment, trois approches diffe´rentes pour la mode´lisation du terme de produc-
tion de sous-maille de l’e´nergie de´corre´le´e filtre´e sont envisage´es. Le mode`le de similarite´ d’e´chelle repose
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FIG. 6.16 – Coefficients de corre´lation entre le champ mesure´ de Πp et les mode`les calcule´s avec δ̂Rp,i j,
Tp,im, q f p,SGS et qp,SGS mesure´s pour des tailles de filtre ∆F = 2∆P (a) et ∆F = 6∆P (b). Mode`le a` l’e´quilibre
(e´q. 6.19) : ligne continue ; Mode`le de similarite´ d’e´chelle (e´q. 6.18) : ligne pointille´e ; Mode`le de type
Ghosal (e´q. 6.22) : ligne tirete´e.
sur le mouvement de´corre´le´ alors que les mode`les a` l’e´quilibre de´pendent des grandeurs de sous-maille du
champ de vitesse corre´le´e et les mode`les de type Ghosal seulement de l’e´nergie corre´le´e de sous-maille.
Pour tester ces diffe´rentes approches, les corre´lations sont calcule´es entre le terme mesure´ et les termes ob-
tenus suivant les e´quations (6.18), (6.19) et (6.22) ou` δ̂Rp,i j, Tp,im, q f p,SGS et qp,SGS sont exacts (Fig. 6.16).
Pour ∆F = 2∆P, les coefficients de corre´lation moyens sont de 0,06, 0,1 et 0,3 pour les mode`les d’e´quilibre
local, de Ghosal et de similarite´. Ces coefficients augmentent avec la taille du filtre tout en restant faibles :
0,3, 0,3 et 0,4.
La probabilite´ d’obtenir des valeurs ne´gatives de Πp diminue quand la longueur de filtrage ∆F augmente
(Fig. 6.16). La PDF de Πp est quasiment syme´trique autour de ze´ro pour ∆F = 2∆P et se de´porte vers
les valeurs positives quand ∆F augmente. Cela peut expliquer l’ame´lioration (le´ge`re) de la corre´lation des
mode`les d’e´quilibre et de type Ghosal quand ∆F augmente, le mode`le de type Ghosal e´tant de´fini positif
et le mode`le d’e´quilibre pre´sentant une probabilite´ marginale de valeurs ne´gatives (Fig. 6.18a). Aucun des
mode`les ne parvient a` reproduire la forme de la PDF de Πp pour ∆F = 6∆P. La PDF du mode`le de similarite´
est quasiment syme´trique autour de ze´ro, alors que Πp est principalement positif. Les mode`les d’e´quilibre
locale et de Ghosal pre´dissent a` peu pre`s correctement la PDF des valeur positives de Πp.
Les moyennes conditionne´es des mode`les (Fig. 6.18b) confirment la pie`tre performance des diffe´rentes
mode´lisations. On peut toutefois noter que le mode`le de similarite´ pre´dit correctement les valeurs ne´gatives
de Πp.
On a vu au Chap. 5 que la moyenne de Πp mesure´e ne repre´sente que 60% du Πp exacte. On ne peut donc
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FIG. 6.17 – PDF de production par RUV de sous-maille d’e´nergie de´corre´le´e filtre´e mesure´e RUV pour
diffe´rentes longueurs de filtrage. ∆F = 2∆P : ligne continue ; ∆F = 4∆P : ligne pointille´e ; ∆F = 6∆P : ligne
tirete´e ; ∆F = 8∆P : ligne mixte. Cas B3 a` t/τtf 0 = 1
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FIG. 6.18 – (a) PDF de la production de sous-maille de l’e´nergie de´corre´le´e Πp mesure´e (cercles) et
pre´diction des mode`les ; (b) Moyenne de la production de sous-maille de l’e´nergie de´corre´le´e Πp mode´lise´e,
conditionne´e par la mesure de la grandeur. La ligne mixte repre´sente la droite d’e´quation y = x. Mode`le a`
l’e´quilibre (e´q. 6.19) : ligne continue ; Mode`le de similarite´ d’e´chelle (e´q. 6.18) : ligne pointille´e ; Mode`le
de type Ghosal (e´q. 6.22) : ligne tirete´e. Cas B3, ∆F = 6∆P a` t/τtf 0 = 1.
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pas eˆtre conclusif quant a` la performance des mode`les teste´s. On peut toutefois retenir que les mode`les
d’e´quilibre local et de Ghosal donnent des re´sultats e´quivalents.
e´quation terme mode`le corr. tens. corr. scalaire PDF moy. cond. constante
uˆp,i δ̂R
∗
p,i j e´quilibre - + = = =
T ∗p,i j viscosite´ - + = - +
viscosite´ fluide - - + - -
similarite´ + + + + -
mixte + + = = +
qp,SGS viscosite´ + + = = +
similarite´ + + + + -
mixte + + + + =
δ̂θp δ̂Qp, j e´quilibre - - - -
Qp, j viscosite´ = + = +
similarite´ + + + -
mixte + + + +
Πp similarite´ = ? - ? = ?
e´quilibre locale = ? = ? - ?
Ghosal = ? = ? - ?
TAB. 6.3 – Tableau re´capitulatif des performances des diffe´rents mode`les. Accord bon : +, moyen : =, mau-
vais : -. La colonne « constante » correspond a` la possibilite´ de pre´scrire un coefficient moyen au mode`le per-
mettant de correctement pre´dire les quantite´s moyennes ou RMS par ce mode`le (aucune possibilite´ d’ajuste-
ment de coefficient n’existe pour les mode`les de similarite´ d’e´chelle). Le caracte`re « ? » indique la pre´sence
d’un doute quant a` la validite´ de la mesure du terme et, par conse´quent, d’un doute sur la pertinence des
re´sultats des tests a priori re´alise´s.
6.5 Conclusion du chapitre
Des mode´lisations des diffe´rents termes inconnus dans les e´quations me´soscopiques aux grandes e´chelles
ont e´te´ propose´es. Des tests a priori de ces mode`les ont e´te´s effectue´s dans le cas ou` le nombre d’onde de
coupure du filtre LES est supe´rieur au nombre d’onde de transition entre les zones domine´es par la force de
traıˆne´e ou par la dissipation RUV.
Le tableau 6.3 pre´sente un re´capitulatif des performances des diffe´rents mode`les aux tests a priori. Les
mode`les de viscosite´ RUV pour le tenseur δ̂R
∗
p,i j du mouvement de´corre´le´ et les mode`les de Smagorinsky
particulaires ou mixtes pour les contraintes de sous-maille permettent de fermer correctement l’e´quation de
la quantite´ de mouvement des grandes e´chelles. Sur les trois termes a` mode´liser dans l’e´quation de l’e´nergie
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de´corre´le´e filtre´e, seule la diffusion de sous-maille est correctement mode´lise´e (par un mode`le de diffusion
d’e´chelle ou mixte). Les pre´dictions de la production de sous-maille et de la diffusion par les corre´lations
triples du mouvement de´corre´le´ restent des questions ouvertes.
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Conclusion et perspectives
Une nouvelle approche eule´rienne aux grandes e´chelles pour simuler un nuage de particules inertielles
soumis a` une turbulence fluide a e´te´ pre´sente´e. Elle est base´e sur le formalisme eule´rien me´soscopique
(Fe´vrier et al. (2005)) qui permet de de´composer la vitesse de chaque particule en une partie corre´le´e spatia-
lement et une partie de´corre´le´e. La de´rivation des e´quations LES particulaires comprend deux e´tapes : une
moyenne d’ensemble conditionne´e par une re´alisation du champ fluide turbulent est suivie d’un filtrage spa-
tial LES classique des e´quations de transport. En conse´quence, les termes a` mode´liser sont de deux sortes :
ceux provenant de la moyenne d’ensemble sont mode´lise´s par analogie avec les fermetures de type RANS
de la me´thode aux moments, alors que l’effet des termes de sous-maille est pre´dit par des mode`les similaires
a` ceux employe´s en turbulence monophasique compressible.
Pour valider ces mode´lisations, des simulations Euler-Lagrange (DNS/DPS) comportant plusieurs di-
zaines de millions de particules ont e´te´ re´alise´es en turbulence homoge`ne isotrope de´croissante. Les colli-
sions inter-particulaires et le couplage inverse ne sont pas pris en compte dans cette e´tude. Les sept cas de
simulation effectue´s ont permis d’e´valuer l’influence de diffe´rents parame`tres : le nombre de particules, le
Reynolds turbulent, l’inertie des particules ainsi que l’initialisation du champ de vitesse particulaire.
En l’absence de couplage inverse et de collisions, les particules ignorent l’existence de leurs pairs,
si bien que simuler une re´alisation particulaire comportant un grand nombre de particules est strictement
e´quivalent a` simuler un grand nombre de re´alisations du champ particulaire comportant un nombre plus
faible de particules. Les champs eule´riens me´soscopiques (obtenus the´oriquement par moyenne d’ensemble
conditionne´e) sont mesure´s a` partir des re´sultats lagrangiens par une proce´dure de projection e´quivalente
a` un filtrage volumique. Cette transformation occasionne deux types d’erreurs : un biais statistique duˆ au
nombre limite´ de particules par cellule du maillage eule´rien de projection et une erreur spatiale intrinse`que
a` chaque projecteur. Une projection gaussienne tronque´e est utilise´e pour limiter ces deux types d’erreur et
est valide´e sur des cas synthe´tiques monodimensionnels et sur des cas re´els en trois dimensions. L’ensemble
de la chaıˆne de mesure des grandeurs me´soscopiques est elle aussi valide´e.
L’analyse des spectres de puissance des vitesses corre´le´es a permis de distinguer deux zones dans ces
spectres. Les (tre`s) grandes e´chelles sont domine´es par les interactions avec la turbulence fluide alors qu’a`
plus petite e´chelle les effets de compressibilite´ et de dissipation par le mouvement de´corre´le´ des particules
conduisent a` une de´croissance du spectre en k−2. La limite entre ces deux re´gimes de´pend de l’inertie
des particules : des particules lourdes sont moins influence´es par la turbulence. Le niveau du spectre aux
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plus grandes e´chelles diminue quand l’inertie augmente. Les mode´lisations propose´es par Simonin et al.
(2002) et Kaufmann et al. (2006b) des termes dus au mouvement particulaire de´corre´le´ ont e´te´ teste´es a
priori. L’approche a` cinq e´quations de transport sur la densite´ nume´rique de particules, la vitesse corre´le´e et
l’e´nergie de´corre´le´e semble convenir.
Les champs me´soscopiques sont filtre´s et analyse´s. Sche´matiquement, l’e´nergie particulaire corre´le´e a`
grande e´chelle est produite par la force de traıˆne´e, et dissipe´e en e´nergie de´corre´le´e sous l’effet des e´chelles
de sous-maille et du mouvement de´corre´le´. L’e´nergie de´corre´le´e filtre´e est enfin de´truite par la traıˆne´e. L’im-
portance des diffe´rents termes des e´quations des grandes e´chelles sont e´value´s : relativement aux termes de
sous-maille, l’importance des termes dus au mouvement de´corre´le´ (e´nergie, dissipation, diffusion) augmente
avec l’inertie des particules, mais les termes de sous-maille ou du mouvement de´corre´le´ restent du meˆme
ordre dans les cas simule´s.
Des mode`les de types viscosite´ d’e´chelle, similarite´ d’e´chelles et mixte sont propose´s pour le tenseur des
contraintes de sous-maille. Les re´sultats des tests a priori de ces mode`les sont comparables a` ceux obtenus
en e´coulement monophasique compressible : le mode`le de Smagorinsky montre les plus faibles coefficients
de corre´lation direct, mais des corre´lations correctes au niveau contracte´ ; le mode`le de similarite´, malgre´
de bons coefficients de corre´lations n’est pas capable de pre´dire la bonne dissipation ; le mode`le mixte est
sur tous les points meilleur que le simple mode`le de Smagorinsky. De plus, les constantes des mode`les
de Smagorinsky et mixtes sont proches des valeurs standards utilise´es en e´coulement monophasique. Par
contre, les constantes des mode`les de Yoshizawa utilise´s pour pre´dire l’e´nergie de sous-maille sont large-
ment supe´rieures aux valeurs standards. En ce qui concerne l’e´quation d’e´nergie de´corre´le´e filtre´e, le terme
de diffusion de sous-maille est correctement pre´dit par les mode`les de diffusion d’e´chelle ou mixte. La
mode´lisation correcte des termes des termes de production de sous-maille et de diffusion par les contraintes
triples du mouvement de´corre´le´ restent des questions ouvertes.
Ce travail s’incrit dans la dynamique du de´veloppement des approches Euler-Euler LES au sein des
groupes IMFT-EEC et CERFACS-CFD. Ce de´veloppement s’effectue sur deux fronts : l’analyse a priori des
champs me´soscopiques obtenus par post-traitement de re´sultats de simulation lagrangienne dont un des buts
est la proposition de mode`les et la simulation nume´rique Euler-Euler « directe » ou des grandes e´chelles. La
me´thode de mesure des champs me´soscopiques a` partir de re´sultats lagrangiens va eˆtre utilise´e en THI forc¸e´e
pour e´tudier l’influence des conditions initiales sur la forme des spectres des vitesses particulaires corre´le´es
ainsi que, a` terme, l’effet des collisions sur les grandeurs me´soscopiques (P. Fede). La prise en compte du
couplage inverse par le formalisme eule´rien utilise´ fait l’objet d’une the`se ministe´rielle (E. Massi Boscolo).
Les mode`les de viscosite´ (mode`les de type Smagorinsky et Yoshizawa) ont e´te´ implante´s dans le code de
simulation nume´rique Euler-Euler AVBP dans le cadre de la the`se de E. Riber. Une validation a posteriori
de ces mode`les est en cours dans des configurations plus complexes : jet confine´ (Riber et al. (2005, 2006b))
et e´coulement recirculant (Riber et al. (2006a)). Les simulations Euler-Euler aux grandes e´chelles ou` les
effets du mouvement de´corre´le´ sont ne´glige´s, permettent de pre´dire correctement les flux moyens de masse
et de quantite´ de mouvement particulaire, mais l’agitation totale (dont une partie est de´corre´le´e) est sous-
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FIG. 6.19 – Champs instantane´s de vitesse fluide (haut) et particulaire corre´le´e (milieu) dans la direction du
jet et de la fraction volumique de particules (bas). Figure tire´e de la pre´sentation Moreau, Riber, Bedat et
Simonin pour la confe´rence Euromech 2006 a` Stockholm. Cas du jet confine´ (Riber et al. (2005, 2006b)).
estime´e dans le cas du jet confine´ (Riber et al. (2006b)). On doit toutefois noter qu’il existe des fluctations de
vitesse corre´le´e et de densite´ nume´rique de particules dans les simulations re´alise´s (Fig. 6.19). L’e´valuation
de l’e´nergie de´corre´le´e par la corre´lation de Vance et al. (2006) a` partir des re´sultats de simulation Euler-
Euler permet d’obtenir des niveaux agitation particulaires en accord avec les mesures expe´rimentales. Des
tests pre´liminaires en incorporant la dissipation du mouvement de´corre´le´ (valeur standard des diffe´rents
coefficients) ainsi que la re´solution de l’e´quation de transport supple´mentaire sur l’e´nergie de´corre´le´e filtre´e
conduit a` une « relaminarisation » de l’e´coulement particulaire. Plusieurs causes possibles sont actuellement
a` l’e´tude : la valeur trop e´leve´e du coefficient de viscosite´ par le mouvement de´corre´le´ (voire la forme meˆme
du mode`le) ou bien le comportement pathologique du mode`le de Smagorinsky a` coefficient constant qui
dissipe trop dans le cas de tels e´coulements pre´sentant des grandients moyens de vitesse. Des mode`les
de sous-maille de type hyper-viscosite´ (Sagaut et Levasseur (2005) en THI monophasique) pour la phase
particulaire sont en cours de de´veloppement.
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Abstract
Numerical simulations of industrial configurations with unsteady phenomena need the use of modern nu-
merical tools as Large Eddy Simulations. One way to perform this kind of simulation to gas-dispersed phase
turbulent flows is to use Two-fluid Large Eddy Simulation (TFLES). Such modeling allows to incorporate
more detail physics than Reynolds Averaged Numerical Simulations. In the case of inertial particles with re-
sponse times larger than the Kolmogorov time scale, the Eulerian approach for particle phase must account
specifically for the effects of a Random Uncorrelated Motion (RUM) (Fevrier et al. [1]). Derived in the
framework of the Mesoscopic Eulerian Formalism, Particle Large Eddy equations are obtained by volume
filtering of mesoscopic eulerian equation. The particle large scales are recovered while subgrid scale effects
need to be modeled. Subgrid stress (SGS) models derived from fluid compressible turbulence SGS models
are presented. Results of gas-particle Euler Lagrange simulations (DNS+DPS) in homogeneous isotropic
decaying turbulence are carefully interpreted in term of particle eulerian mesoscopic fields. The mesoscopic
fields are then filtered to obtain large scale fields. A priori tests of subgrid stress models for the particulate
phase mesoscopic eulerian field show that the presented SGS models are relevant in the studied case.
∗Corresponding Author
INTRODUCTION
Direct Numerical Simulations (DNS) of turbu-
lent fluid flows coupled with Deterministic Parti-
cles Simulation (DPS) have been extensively used to
study dispersed phase interacting with fluid turbu-
lent flow. However, due to the huge number of par-
ticle involved, this Euler-Lagrange approach is very
difficult to handle in industrial configurations. An
alternative numerical simulations based on Eulerian
balance equations for dispersed phase and Navier-
Stokes equation for the fluid, coupled through inter-
phase exchange terms might be an effective alter-
native approach. Eulerian equations associated to
dispersed phase can be obtained by different ways.
Pandya & Mashayek [2] suggest to take the mo-
ments of the filtered kinetic equation for phase space
density of the particle. Closure is then provided
on subgrid terms of filtered kinetic equation and
on higher order moment equation. But as shown
by Fevrier et al. [1], in the case of inertial parti-
cles with response times larger than the Kolmogorov
time scale, the Eulerian approach for particle phase
must account specifically for the effects of a particle
Random Uncorrelated Motion (RUM), which can be
derived in the frame of the Mesoscopic Eulerian For-
malism (MEF). Eulerian equations of the dispersed
phase are obtained by a conditional average for a
given fluid turbulent flow realization. Kaufmann et
al. [3] performing Two-Fluid DNS suggests that the
spacial resolution for the dispersed phase must be
higher than the fluid one (ie. Kolmogorov lenght
scale) and introduces subgrid term models.
The general purpose of this study is the val-
idation of Two-Fluid LES formulation from post-
processing of DNS+DPS results in homogeneous
isotropic gas-particle turbulent flows. Eulerian
quantities are obtained through Lagrangian parti-
cle quantity projection on an Eulerian grid. Spe-
cial care must be provided in the interpretation of
Lagrangian results in term of mesoscopic eulerian
fields. Filter-length-independant Random Uncorre-
lated Energy (RUE) and subgrid terms are identi-
fied. Non-spheric terms of RUM tensor are modeled
with a viscosity assumption, and subgrid terms with
classical SGS models for fluid compressible flows
(Moin et al. [4]; Erlebacher et al. [5]) adapted to
dispersed flows. A priori tests of SGS models are
performed.
THE PARTICLE MESOSCOPIC EULE-
RIAN FORMULATION
Particle correlated and uncorrelated motion:
hypothesies
In Lagrangian approach for the particulate
phase, all particles are individualy tracked. The po-
sition of particle center mass X(k)p and the velocity
U(k)p of each particle k are computed.
Particles coming from different regions of the
flow (for example ejected from vortexes) can be very
closed, but can have very different velocities. To ac-
count this phenomenon, Fevrier et al. [1] introduce
the Mesoscopic Eulerian Formalism which supposes
that the Lagrangian particle velocity U(k)p can be
split into a spacialy correlated part up(X
(k)
p , t) and
an uncorrelated part δU(k)p called Random Uncorre-
lated Motion :
U(k)p = up(X
(k)(t), t) + δU(k)p (1)
such as the mesoscopic Eulerian velocity field up is
continuous, RUM of different particles are uncorre-
lated between each other, with the mesoscopic Eule-
rian velocity field and with the turbulent fluid flow.
Formalism
To take into account this uncorrelated particle
velocity distribution, Fe´vrier et al. [1] introduce the
particle probability density function for a given fluid
flow realization : f˘p. f˘p(cp,x, t)dcp is the mean
number of particles at time t, with mass center po-
sition x and having velocity cp ∈ [cp, cp + dcp] for
the considered fluid flow realization. Thus, f˘p obeys
the transport equation :
∂
∂t
f˘p +
∂
∂xj
cp,j f˘p +
∂
∂cp,j
Fp,j
mp
f˘p =
( ∂
∂t
f˘p
)
coll
(2)
where Fp is the force acting on a particle of mass mp
and the last term is the pdf modification by inter-
particle collision. Considering particle with diame-
ter dp smaller than the Kolmogorov length scale, the
particle to fluid density ratio is high (ρp ≫ ρf ) with-
out gravity effect the particle motion is governed by
the drag force, which can be taken as the Stockes
drag force for small particle Reynolds number :
Fp = −mp
τp
(cp − uf@p) with τp =
ρpd
2
p
18µf
(3)
where uf@p is the fluid velocity ”viewed” by the par-
ticle. For sufficiently dilute flow, the collision effect
is negligible. Equation 2 is then closed and becomes :
∂
∂t
f˘p +
∂
∂xj
cp,j f˘p =
∂
∂cp,j
[cp,j − uf@p,j
τp
f˘p
]
(4)
Particle mesoscopic eulerian quantities such as
number density np, correlated velocity up are given
by integration of the conditioned pdf f˘p over particle
velocity space :
np(x, t) :=
∫
f˘p(cp,x, t)dcp (5)
up(x, t) :=
1
np
∫
cpf˘p(cp,x, t)dcp (6)
The RUM tensor < δup,iδup,j > takes into account
the uncorrelated part of the particle velocity:
<δup,iδup,j>(x, t):=
1
np
∫
(cp,i − up,i)(cp,j − up,j)
f˘p(cp,x, t)dcp (7)
Transport equations of particle number and cor-
related momentum are derived by integration of
Eq. 4 :
∂
∂t
np +
∂
∂xj
npup,j = 0 (8)
∂
∂t
npup,i +
∂
∂xj
npup,jup,i =
np
τp
(uf@p,i − up,i)
− ∂
∂xj
np < δup,jδup,i >
(9)
The first term of the rhs of the above equation takes
into account the momentum transfert from fluid
phase to the particulate phase by drag force and
the second term is the effect of uncorrelated parti-
cle motion to the correlated motion. This last term
needs closure law. The Random Uncorrelated en-
ergy δθp of the particle is defined as half the trace
of the RUM tensor :
δθp =
1
2
< δup,kδup,k > (10)
δτij = −np < δup,iδup,j > +2
3
npδθpδij (11)
The deviatronic part of the RUM tensor (δτij) can
be modeled by a viscosity assumption (Simonin et
al. [6]), while δθp follows a transport equation.
PARTICLE MESOSCOPIC LARGE EDDY
SIMULATION
In LES, it is assumed that the particle meso-
scopic fields can be decomposed into two parts. The
first one contains the large scale eddies, while the
second one is the unresolved small scale eddies whose
effects on the resolved large scale eddies are modeled
by subgrid scale (SGS) model.
Filtering of MEF equations
The particle number density is not homogeneous
for some regime (e. g. preferential concentration
regime), so mesoscopic transport equations are writ-
ten in term of Favre filtered (or particle number
density-weighted) quantities (denoted by an hat) :
n¯p(x) =
∫
G∆f (x− x′)np(x′)dx′ (12)
φˆp =
1
n¯p
npφp(x) (13)
where G∆f is some spatial filter kernel of charac-
teristic length ∆f and the integral is over the flow
domain. In this paper we use the top hat filter de-
fined by :
G∆f (x− x′) = 14
3pi∆
3
f
, if |x− x′| ≤ ∆f ;
0, elsewhere. (14)
Applying the spacial filter G∆f to the governing
equations (Eq. 8 and 9) leads to :
∂
∂t
n¯p +
∂
∂xj
n¯puˆp,j = 0 (15)
∂
∂t
n¯puˆp,i +
∂
∂xj
n¯puˆp,j uˆp,i =
n¯p
τp
[uˆf@p,i − uˆp,i]
− ∂
∂xj
n¯p ̂< δup,jδup,i >
− ∂
∂xj
Tp,ij (16)
where the subgrid stress (SGS) tensor Tp,ij accounts
for subgrid scale eddies effects on the filtered particle
mesoscopic momentum and is :
Tp,ij = n¯p(ûp,iup,j − uˆp,iuˆp,j) (17)
In LES approach, only large scale equations are
solved so a model must be provided on the effects
of the SGS.
Modeling of particle MEF subgrid stress
Mesoscopic eulerian subgrid stress models are
written by analogy with subgrid scale models for
compressible turbulence. First Kaufmann et al. [3]
supposes that the subgrid term of filtered MEF mo-
mentum equation acts on the compressible compo-
nent of the velocity field like a pressure term and a
posteriori-test the subgrid bulk viscosity model :
Tp,ij = −n¯pC∆2f |
∂uˆp,k
∂xk
|∂uˆp,k
∂xk
δij (18)
Fluid SGS modeling have been extensively stud-
ied since the advent of DNS. The SGS tensor can
be split into spheric and deviatronic parts. The
trace-free SGS tensor is modeled using a viscosity as-
sumption (Smagorinsky-type model), while the sub-
grid ”energy” is parametrized by a Yoshizawa model
(Moin et al. [4]) :
Tf,ij = PSGSδij + νSGS(Sf,ij − 1
3
Sf,kk) (19)
Tf,ij = 2ρ¯f∆
2
f |S|2CIδij
−2ρ¯f∆2f |Sf |CS(Sf,ij −
1
3
Sf,kk) (20)
where Sf,ij is the filtered fluid strain rate tensor and
|Sf | its norm :
Sf,ij =
1
2
(
∂uˆf,i
∂xj
+
∂uˆf,j
∂xi
) and |Sf |2 = 2Sf,ijSf,ij (21)
Even for fluid flows coefficient values CI and CS are
not universal. For incompressible fluid flows, the
Smagorinsky coefficient CS can be linked to the de-
creasing rate of the Kolmogorov cascade leading to
a value of 0.032 (for a Kolmogorov ”constant” of
1.4), but is often chosen as 0.01 in channel flow sim-
ulations. For compressible flows Yoshizawa suggests
CS = 0.026 and CI = 0.039, while Moin et al. in
pipe flow LES evaluate CS and CI by a dynamical
procedure and find lower values (CS ∈ [0.008; 0.014];
CI ∈ [0.0025; 0.009]).
Another approach is the triple decomposition of
the SGS tensor into Leonard, Cross and Reynolds
term :
Tf,ij = Lij + Cij +Rij (22)
Lij = ρ¯f (ˆ̂uf,iuˆf,j − uˆf,iuˆf,j) (23)
Cij = ρ¯f (ˆ̂uf,iu′′f,j + û
′′
f,iuˆf,j) (24)
Rij = ρ¯f (û′′f,iu
′′
f,j) (25)
with u′′f = uf − uˆf . The Leonard term can be ex-
plicitly calculated, while the cross and the Reynolds
term need closure laws. According to Erlebacher et
al. [5], the cross term is modeled by a scale similar-
ity (Bardina-type) model and the Reynolds term by
a Yoshizawa and a compressible Smagorinsky-type
model :
Cij = ρ¯f (uˆf,iuˆf,j − ˆˆuf,i ˆˆuf,j) (26)
Rij = 2ρ¯f∆
2
f |Sf |2C ′Iδij
−2ρ¯f∆2f |Sf |C ′S(Sf,ij −
1
3
Sf,kk) (27)
coefficient values of this mixed model are C ′S =
0.0085 and C ′I = 0.0033 (Ha & Zhu [7]). Er-
lebacher et al. neglect the trace of the Reynolds
term (C ′I = 0) for relative low compressible fluid
turbulent flows.
These fluid SGS models are adapted to the par-
ticle mesoscopic LES by replacing ρ¯f by the filtered
particle number n¯p and the filtered fluid velocity
(uˆf ) by the particle mesoscopic one (uˆp).
FROM LAGRANGIAN QUANTITIES TO
MESOSCOPIC EULERIAN FIELDS
Euler Lagrange Simulations
In Euler Lagrange simulations (DNS+DPS), the
fluid phase is computed by solving the Navier-Stokes
equation on an Eulerian grid, while particles viewed
as points are individualy tracked. Motion equations
of individual particle k are :
dX(k)
dt
= U(k)p (28)
dU(k)p
dt
= −U
(k)
p − uf@p(X(k)(t), t)
τp
(29)
where uf@p(X
(k)(t), t) is the fluid velocity non dis-
turb by the k particle presence at the k particle loca-
tion and is obtained by interpolation of the Eulerian
fluid velocity field uf at the particle k location X
(k)
p .
Mesoscopic Eulerian field calculation
The informations of the Lagrangian dispersed
phase are post-processed and transformed into con-
tinuous Eulerian fields of mesoscopic quantities.
Particle mesoscopic number density and velocity
are calculated by projection in the framework of
the particle in cell (PIC) approximation from the
Lagrangian position to the Eulerian grid [8]. As
pointed out by Boivin et al. [9], any projection
method using PIC approximation can be seen as a
filter, so the quantity mean is conserved by projec-
tion. Mesoscopic Eulerian quantities are computed
by :
np(x)=
∫
H∆(x− x′)δ(x′ −X(k)p )d3x′ (30)
npup(x)=
∫
H∆(x− x′)δ(x′ −X(k)p )U(k)p d3x′(31)
Different types of projection kernel H∆ can be used.
In this study, the volumic projector is applied :
H∆(x− x′)=Π3i=1(1−
|xi − x′i|
∆x
), if |xi − x′i| ≤ ∆x;
0, otherwise. (32)
where ∆x is the cell size, the projector characteristic
length ∆ is 2∆x. Kaufmann et al. [8] evaluate the
RUE by :
npδθp =
1
2
∫
H∆(x− x′)δ(x′ −X(k)p )U (k)p,j U (k)p,j d3x′
−1
2
npup,jup,j (33)
An alternative numerical approach is the com-
putation of the RUM velocity. First the correlated
velocity field up is interpolated at each particle lo-
cation and the RUM of each particle is obtained by :
δU(k)p = U
(k)
p − up(X(k)p (t), t) (34)
RUM tensor field is then computed by projection :
np < δup,iδup,j >=
∫
H∆(x− x′)δ(x′ −X(k)p )
δU
(k)
p,i δU
(k)
p,j d
3x′ (35)
RUE is finally obtained by eq. 10. The problem
of consistency of these continuous fields obtained
by postprocessing of discrete Lagrangian quantities
with their definitions in the MEF framework is at
this time not totally cleared (Simonin et al. [6]).
A priori-testing of SGS model
We now have MEF fields (np, up, <
δup,iδup,j >) of the size of the projecting grid. These
post-processed fields can then be used as input for
the analysis of various SGS models. Mesoscopic Eu-
lerian fields are Favre filtered according to Eq. 13 to
obtain filtered fields n¯p, uˆp, and exact SGS tensor
Tp,ij . SGS models predictions can then be compared
with the exact expression of the subgrid tensor.
Standard correlation coefficients between fields
A and B [10] are then calculated :
c(A,B) =
({AB}E − {A}E{B}E)
(({A2}E − {A}2E)({B2}E − {B}2E))
1
2
(36)
SIMULATION OVERVIEW
DNS of the dimensionless compressible Navier-
Stokes equations (introducing an accoustic Reynolds
number Reac = 200) coupled with DPS have been
perform with NTMIX3D which uses a six-order com-
pact finite difference scheme on cartesian grids [11]
and third order Runge Kutta time stepping.
Numerical tools use domain decomposition and
MPI for parallel computations. The evaluation of
eulerian quantities at particle location is done by a
four order Lagrangian interpolation scheme [12].
DNS+DPS have been performed for a freely de-
caying turbulence in a 643 grid points cubic box of 2pi
length with periodic boundary conditions without
two-way coupling. The fluid velocity is initialised
Fluid turbulence :
Ret q
2
f ηK Lt τK τ
t
f
6.6 0.0094 0.1 0.45 2.1 4.2
Particle properties :
Case St dp τp Np
1 1.1 25 10−5 4.6 10,000,000
2 1.1 25 10−5 4.6 80,000,000
Table 1. Initial dimensionless conditions of the
DNS+DPS
according to a Passot-Pouquet energetic spectrum.
The Np particles are randomly embedded into the
gaseous field after one eddy turn-over time. At this
time the turbulent Reynolds number is 6.6 (see Ta-
ble 1). The particle distribution is mono-dispersed.
Particle initial velocities are the fluid velocities at
their locations. Particle behaviour depends on the
Stockes number defined by :
St =
τp
τ tf
with τ tf =
q2f
2.075εf
(37)
τ tf is the fluid turbulent time scale given by Haworth
and Pope [13] where q2f is the fluid turbulent energy
and εf is the dissipation rate. The initial Stockes
number is 1.1 corresponding to a particle preferential
concentration regime (Maxey [14]).
RESULTS AND DISCUSSION
Particle Mesoscopic Eulerian fields
Let us introduce some global mean quantities.
The particle kinetic energy q2p is defined at the par-
ticle location, while the particle correlated energy q˘2p
and the mean RUE δq2p are defined on the eulerian
grid :
q2p =
1
2
{U (k)p,i U (k)p,i }L (38)
q˘2p =
1
2
{npup,iup,i}E
{np}E (39)
δq2p =
{npδθp}E
{np}E (40)
The time evolution of measured particle and
fluid kinetic energies are shown in Figure 1. Par-
ticle are initialised without RUE and due to their
inertia their motion become partially uncorrelated
(maximum 14% of the mean particle enegy q2p is un-
correlated).
At the initialisation the RUE is zero while the
particle correlated energy is equal to the fluid tur-
bulent energy. The measured particle kinetic energy
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Figure 1. Time development of the fluid turbu-
lent energy (line), the particle kinetic energy (•), the
mesoscopic correlated energy (◦), RU energy evalu-
ated by Eq. 10 () or by Eq. 33 (△). Case 1
projected on a 643 grid.
Grid 643 803 963 1283 1603 1923
∆x/ηK 0.97 0.78 0.65 0.49 0.39 0.33
Case 1 38.1 19.5 11.3 4.77 2.44 1.41
Case 2 304 156 90.4 38.1 19.5 11.3
Table 2. Mean particle density number for different
projection grid sizes.
q2p is the fluid one, that validate the interpolation
procedure. Due to the consistency of the projector
with a filtering procedure, some particle correlated
energy q˘2p is lost by the projection (about 2%). This
loss of energy due to projection is included in the
measurement of the RUE δq2p with Eq. 33 (but the
equality δq2p = q
2
p − q˘2p coming from the MEF is sat-
isfied). An alternative is the use of Eq. 10 leading
to a negligible error of approximativly 0.03% at the
initialisation.
Another error that can be numericaly quanti-
fied is the statistical bias due to the limited num-
ber of particles per cell. Lagrangian results at the
time t = 1.4τp (corresponding to the maximum of
RUE in the simulation) are projected on different
size meshes (see Table 2) leading to different mean
particle number per cell. Figure 2 shows that 20
particles per cell are needed to be statisticaly con-
verged. The measured RUE is not cell size inde-
pendant, that indicates that there are some particle
energetic length scales not capture by the projection
procedure. But it can be handle that the measured
RUE has a non-zero limit when the projection cell
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Figure 2. Projection grid influence on the mea-
surement of RUE by Eq. 10 (squares) or by Eq.
33 (triangles) at time t/τp = 1.4. Case 1 : empty
symbols ; Case 2 : filled symbols.
size tend to zero (δq2p ≈ 0.1q2p) leading to an overes-
timation of RUE of maximum 30%. The numerical
post-treatment is able to separate continuous cor-
related motion from the Lagrangian particle discret
field (most of error is done by projector). Evaluation
of RUM is validated, error on RUE is quantified.
Figure 3 shows the three-dimensional eulerian
energy spectra of the fluid turbulence and of the par-
ticle correlated velocity. There is no significant dif-
ference between particle spectra obtained by projec-
tion on a 643 grid point for case 1 and 2, so that
their is non statistical bias even on energy spectrum
with 40 particles per cell. Comparing spectra on
a 643 grid with one obtained by a projection on a
more precise grid (1283 points), it can be noticed
that some energy at small scale is lost by the pro-
jection procedure. Due to the very small Reynolds
number (at time t/τp = 1.4, Ret = 4.1), fluid tur-
bulence spectrum does not present an inertial range.
At largest scales the particle spectra follow the fluid
one. A change of incline is observed for smaller scales
leading to a decrease rate of about − 53 , no theorical
justification is available up to date.
Evaluation of SGS effects
Mesocopic eulerian particle velocity field have
been obtained and can be filtered to check subgrid
stress models. Results are presented for the case 2
projected on a 1283 grid point. Mesoscopic fields
(np, up, δθp, δτij) are top-hat filtered for different
filter lengths ∆f = 2∆x, 4∆x, 6∆x, 8∆x. The corre-
sponding cut wave numbers and their positions over
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Figure 3. Three-dimensional eulerian energy spec-
tra at time t/τp = 1.4 : fluid (—); particle : Case 1
on a 643 grid (+) ; Case 2 on a 643 grid (◦) and on
a 1283 grid ().
the particle energetic spectra are traced on Figure 3
(dash lines).
Local subgrid ”energy” θSGS is defined by :
θSGS =
1
2
Tp,kk
n¯p
(41)
Figure 4 shows the filter length evolution of the
mean θSGS and of the mean filtered RUE. Mean fil-
tered RUE is filter length independant due to the
filter conservation of the mean quantities. These en-
ergies are of the same order, so none of them can be
neglected in this case.
Subgrid dissipation rates by deviatronic part of
SGS tensor ε
(I)
SGS , by spherical part ε
(II)
SGS , and their
equivalent due to RUM ε
(I)
RUM and ε
(II)
RUM are given
by :
ε
(I)
SGS = (
Tp,ij
n¯p
− 2
3
θSGSδij)
∂uˆp,i
∂xj
(42)
ε
(II)
SGS =
2
3
θSGS
∂uˆp,i
∂xi
(43)
ε
(I)
RUM = −
δ̂τ ij
n¯p
∂uˆp,i
∂xj
(44)
ε
(II)
RUM =
2
3
δ̂θp
∂uˆp,i
∂xi
(45)
Figure 5 shows the evolution with the filter length
of these dissipations. Disssipation is mainly due to
subgrid stresses and to deviatronic part of the RUM
tensor. The correlation between the filtered RUE
and the filtered divergence of the particle mesoscopic
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Figure 4. Evolution with the filter length of the
mean subgrid energy (•) and of the mean filtered
RUE (). Case 2 projected on a 1283 grid at time
t/τp = 1.4
Correlation Model
constants
Term Model 2∆x 8∆x 2∆x 8∆x
q2SGS SG viscosity 0.75 0.75 0.013 0.012
mixed 0.65 0.65
ε
(I)
SGS SG viscosity 0.81 0.68 0.023 0.016
mixed 0.90 0.80
ε
(II)
SGS SG viscosity 0.83 0.82 0.0077 0.0058
mixed 0.85 0.86
Table 3. Summary of correlation coefficients be-
tween excat SGS and models for two filter length
∆f = 2∆x and 8∆x Case 2 projected on a 128
3 grid
at time t/τp = 1.4
field is very low. This is an indication for the mod-
eling of the RUE.
Test of SGS models
The subgrid viscosity model (Eq. 20) and the
mixed model (Eq. 22-23 and Eq. 26-27) are com-
pared to exact SGS. Standard correlation coefficients
between exact SGS and models are provided in Ta-
ble 3 at the scalar level of the subgrid energy and
dissipations for two different filter length (∆f = 2∆x
et 8∆x). Correlation coefficients show a good agree-
ment of the models with the exact term (a sligthly
better for the mixed model).
The mean subgrid dissipations predicted by the
mixed models with the standard coefficient values
(C ′S = 0.0085 and C
′
I = 0.0033) is comparable to
the exact one (about 5% error on ε
(I)
SGS and less
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Figure 5. Evolution with the filter length of the
Favre mean dissipations : ε
(I)
SGS () ; ε
(II)
SGS (•) ;
ε
(I)
RUM () ; ε
(I)
RUM (◦). εp is the global particle dis-
sipation (εp =
1
τp
(qfp − 2q2p)), with qfp the fluid-
particle covariance. Case 2 projected on a 1283 grid
at time t/τp = 1.4
than 10% on ε
(II)
SGS). Subgrid viscosity model co-
efficient values CS can be determined by matching
the computational mean non compressible subgrid
dissipation ε
(I)
SGS leading to CS ≈ 0.2. This value
is in agreement with the one suggest by Yoshizawa
in fluid flow. Whereas CI can be chosen to match
the exact subgrid energy (CI ≈ 0.12) or the com-
pressible dissipation leading to a value of the half
CI ≈ 0.0065. More elaborate and rigourous deter-
mination of model coefficients can be provided. But
it must be enlighted that these coefficients are of
the same order that ones of the fluid turbulent SGS
models.
It seems that particle mesoscopic SGS models
of the same form than fluid compressible turbulence
ones are adapted to take into account the subgrid
effects on particle mesoscopic fields. Even the fact
that the particulate phase is highly compressible
(n′p/{np}E ≈ 0.8), no specific behaviour of the par-
ticle subgrid stress has been pointed out.
CONCLUSION
It has been shown that it is possible to ex-
tract mesoscopic eulerian fields from Lagrangian
DNS+DPS results. Errors have been identified and
are mainly due to the projection procedure which
needs to be improved in further studies (e. g. with
higher turbulent Reynolds number). The parti-
cle correlated energetic spectra shows that energy
is present for length scales smaller than fluid Kol-
mogorov length scale.
Euler-Euler LES equations for the particulate
phase have been presented. Subgrid terms are re-
cover and SGS models (SG viscosity and mixed
models) adapted from fluid compressible turbulence
subgrid models are introduced and a-priori tested.
Good agreement is found on the scalar compress-
ible and incompressible subgrid dissipations. No
model coefficient adaptation to particulate flow is
needed for the mixed and coefficients of the viscos-
ity model seems to be in the same order than ones
of the fluid model. These preliminary results needs
to be complete by further studies including higher
fluid Reynolds number and particle Stockes number
influence. Models for Random Uncorrelated stress
tensor and RU energy must also to be tested. A
posteriori testing of SGS models in Two Fluid LES
of more complex flows (confined jets) is under inves-
tigation and shows encouraging results (Riber et al.
[15]).
Nomenclature
Lagrangian quantities of the particle k
X(k) Position of center of mass
U(k)p Translation velocity
δU(k)p Random Uncorrelated Motion
Eulerian fields
np Particle number density
up Particle mesoscopic velocity
uf Fluid velocity
uf@p Fluid ”seen” velocity
< δup,iδup,j > Random Uncorrelated stress
tensor
δθp Random Uncorrelated energy
δτij Deviatronic part of RU stress
tensor
Tp,ij Particle subgrid stress tensor
Tf,ij Fluid subgrid stress tensor
Notations
.¯ Volume filtered quantity
.ˆ Favre filtered quantity
{}E Reynolds averaging
on the Eulerian grid
{}L Averaging at the
Lagrangian particle location
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Abstract In this paper, the modelling of particle-particle collisions by Stochastic Lagrangian approach in gas-
particle homogeneous shear turbulent flows is investigated. This study is limited to the case of monodispersed
particle flows without two-way coupling. The only external force acting on particles is the drag force. Particle
statistics (particle velocities, fluid velocities ”viewed by the particles”) are given in terms of the joint fluid-
particle probability density function (pdf). The evolution of this pdf obeys a Boltzmann type equation. The
collision part of this equation is closed by assuming the correlated colliding particle closure. The fluid velocities
”viewed by the particles” need also to be closed.
The equation of evolution of the fluid-particle pdf is solved using a Lagrangian stochastic approach. Monte
Carlo collision algorithm which takes into account the correlation between the colliding particles are tested
in homogeneous isotropic turbulent flows. Several form of Langevin equations for the fluid velocity along
the particle path are proposed in homogeneous flows. Results of stochastic simulations are compared with
statistics from Deterministic Particles Simulation coupled with Large Eddy Simulation of a gas turbulent flow
(DPS/LES), and with predictions computed in the frame of the moment method.
1 Introduction
Gas-particle turbulent flows are found in very wide range of applications as for example in fluidized
bed, rocket propulsor and sand transport. In such applications lots of complex mecanisms take place
such as particle-fluid, particle-particle and particle-wall interactions. The effective methods for dis-
persed phase computation can be separated in two general approaches, the Lagrangian approach (dis-
crete particulate method) and the two-fluid approach (moment method). Both approaches need clo-
sures for fluid-particle and particle-particle interactions. To account for the collisions in deterministic
Lagrangian simulation of gas-solid flows, a huge number of particles is needed. This limitation can
be avoided by using Monte Carlo method developed in the frame of kinetic theory of rarefied gases.
These algorithms are very efficient but need to be adapted in gas-solid turbulent flows. Indeed the
standard Monte Carlo algorithms are based on the molecular chaos assumption which assume that
positions and velocities of colliding particles are not correlated. But this assumption is no longer
valid if particles are interacting with a turbulent flow. For example, as pointed out by Berlemont
et al. (1995), in homogeneous isotropic turbulent gas-solid flows stochastic Lagrangian approaches
based on molecular chaos assumption lead to an appreciable underestimation of the particle kinetic
energy. This phenomenon can be avoided by using specific closures for collision operator. Following
Lavie´ville et al. (1995), a Monte Carlo algorithm for gas particle turbulent flows called M3C (”Monte
Carlo Collision Correlated”) algorithm has been developed by Fede et al. (2002) assuming that the
colliding particles are viewing the same fluid velocity. The M3C algorithm have been validated for the
case of isotropic homogeneous turbulence (Fede et al., 2002) and for homogeneous turbulent shear
flows (Moreau et al., 2003).
The basic Langevin equation introduced for stochastic modelling of fluid turbulence viewed by
the particles leads to a overestimation of fluid-particle covariance in turbulent shear flows (Moreau
et al., 2003). Here more sophisticated Langevin models are tested in order to avoid this problem. A
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better agreement is obtained with a Langevin equation derived from the LSSG model proposed by
Pope (1994b).
In addition variants of M3C algorithm are tested and compared with a Babovsky type algorithm
accounting for the collision closure proposed by Lavie´ville (Hylkema and Villedieu, 1999) in Ho-
mogeneous Isotropic Turbulence. In order to validate our approach, results of stochastic simulations
are compared with results from Deterministic Particles Simulation coupled with Large Eddy Simula-
tion (DPS/LES) of gaseous homogeneous turbulent flows (isotropic and simple shear flows) and with
moment method predictions.
2 Statistical description of fluid particle flows
This approach is derived by analogy between the random motion of particles induced by turbulent
fluid flow and the thermal motion of molecules in gas. Particle statistics are given in terms of the
particle probability density function (pdf) :   c x 	 . To account for the fluid turbulence effect,
Simonin (1996) proposed an approach based on the joint fluid-particle probability density function
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The first term of the right hand side represents the effects of external forces on the particle path, the
second term account for the fluid turbulence evolution along the particle path, the last term represents
the joint fluid-particle pdf modification induced by collisions (also called collision operator).
2.1 Particle path computation
The present work is focussed on gas-solid flows with particle diameter
:
comparable with the Kol-
mogorov characteristic length scale ( <;-=> ). But according to the large particle to fluid density ratio
considered ( ? A@ ? 
 ), the response time of the particle remains much larger than the Kolmogorov
time scale ( B <@ B > ). In such flows, the drag force is dominant, hence particle position and velocity
equations can be written as :
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u

is the particle velocity, u


the fluid velocity viewed by the particle, ?

is the density of the particle
and g is the gravity acceleration. B D
 is the particle relaxation time :
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is the density of the fluid and
JOK
is the local drag coefficient which can be written following
Schiller and Nauman (1935) :
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SUT

is the particle Reynolds number with d


the kinematic viscosity of the fluid. From Eq. (3) the
first term of the right hand side of Eq. (1) can be written explicitly :
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2.2 Fluid turbulence Lagrangian modelling
During the last decades, the Lagrangian simulation of turbulent fluid flow has been extensively stud-
ied. Haworth and Pope (1986), Pope (1994a) have proposed a Langevin equation for the fluid velocity
along the fluid elements trajectory. They show that Langevin process is efficient for modelling the
dispersion of passive scalar and allows to ensure consistency with Reynolds Stress transport Model
(RSM). By analogy with the single phase approach, Simonin et al. (1993) propose the following
Langevin equation for the fluid velocity along the particle path :
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where  


is the mean fluid pressure, U


is the mean fluid velocity. The second term of the right hand
side equation is specific of gas solid flows and is written to ensure the fluid kinetic stresses tensor
viewed by the particle to be equal to the Renolds stress tensor.
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is a Wiener process and 


is a model coefficient depending on turbulence statistics. This coefficient can be linked to the fluid
dissipation 


and the Kolmogorov’s ”constant” through the Lagrangian structure function (without
trajectory effects :  
#  
J ] ).  
!   is a second order tensor of fluid statistics viewed by the
particles. A general form of 
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where  
 is the turbulent kinetic energy of the fluid viewed by the particle,
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is the fluid anisotropy
tensor:
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 is the fluctuating part of the fluid velocity viewed by the particle.
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Several forms of 

! 


can be chosen for the modelling of fluid turbulence viewed by the particles
derivating from stochastic monophasic Lagrangian models of turbulence (Pope, 1994b). Three models
are tested in this work : the Simplified Langevin Model (SLM), the Isotropization Production Model
(IPMb) and the Lagrangian Speziale, Sarkar and Gadski Model (LSSG).
SLM is defined by
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consistency with the evolution of turbulent kinetic energy:
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LSSG model is specified by
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The values of coefficients
J

,
J,
and
J
-

are respectively G Y Q , WZY + and
M
Y W .
2.3 Collision modelling
Considering only binary collisions, the collision operator in Eq. (1) can be written :
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where
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 is the pair fluid-particle distribution function,
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represents the variation of
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by collision, k is the unit vector directed along the colliding particle center line and g is the relative
velocity between the colliding particles. Assuming that the particles are rigid smooth spheres with
identical diameter, equations governing a binary collision between the particles are :
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where c
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- are the post-collisional velocities of the particles and T 5 is the normal restitution
coefficient ( W ( T 5 ;
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). In this frame of collision modelling approach
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In the frame of the kinetic theory of dilute gases, the pair distribution is written in term of the single
distribution function assuming that colliding particles are completely independent (molecular chaos
type assumption ie.
 





#  
 
 ). This assumption is not appropriate for particles interacting
with a turbulent flow which will induce correlations between positions and velocities of particles. In
addition, the particle diameter being smaller than the Taylor length scale ( : ) and the response
time of the particle larger than the Kolmogorov time scale ( B A@ B > ), the effective fluid velocities
viewed by the neighboring particle may be assumed to be nearly identical. Following Lavie´ville et al.
(1995) and assuming that the obstruction function F ] is equal to
M
, the closure assumption called
correlated colliding particle closure is written:
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is the particle probability density function conditioned by the fluid velocity c
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is found.
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3 Moment method
Transport equations for velocity moments (number density    , mean velocity, kinetic stresses, ...) are
obtained by multiplying the microscopic kinetic equation (Eq. 1) governing  *
 by an appropriate
function of fluid and particle velocities and integrating over an appropriate fluid and particle velocity
spaces. See for example Moreau et al. (2003).
3.1 Single particle conditional averages
Lavie´ville (1997) introduces several conditional averages of the particle-particle, fluid-fluid, fluid-
particle velocity scalar product. Assuming a Gaussian form for
 

in Isotropic Homogeneous Turbu-
lence this quantities depend only on 
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Eqs. 19 and 20 must be verified for the neighboring particles because the integration of
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over all
the fluid and particle velocity spaces of one of the two particle involve in
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 is equal to
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.
3.2 Two particle conditional averages
Lavie´ville introduces also several two points conditional averages on the particles which are allowed
to collide each other. Using the correlated colliding particle closure and a gaussian form for pdf of
velocities in Homogeneous Isotropic Turbulence, model predictions of this conditional averages are
given by:
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4 Stochastic Lagrangian simulation
Stochastic Lagrangian methods have been extensly developed in the frame of kinetic theory of rarefied
gases (Bird, 1969) but also in gas-solid turbulent flows (Sommerfeld, 1999; Hylkema and Villedieu,
1999). These methods are very interesting because they allow to simulate a huge number of real
particles (   ) by tracking few numerical particles (  ) of weight  (  -#   ). To solve Eq.
(1) with stochastic Lagrangian method, a splitting method is used such as the particles transport is
evaluated first and, next, a collision step is performed (Fede et al., 2002).
The numerical particles follow the same transport equations as the real particles (Eq. 2 and 3).
According to the closure of turbulence effects and particle path in Eq. (1), the Langevin equation (Eq.
7) is used for computing the fluid velocity viewed by the particle along their path.
The collision step consist in a Monte Carlo collision algorithm. Two different types of algorithm
have been implemented and tested.
4.1 ”Monte Carlo Collision Correlated” algorithm
The ”Monte Carlo Collision Correlated” algorithm called M3C algorithm is a Bird-type (DSMC)
algorithm and was proposed by Fede et al. (2002) to account for the correlated colliding particle
closure (Eq. 18). It works as follow:
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Table 1: Correlation conditions in M3C algorithm
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is the volume of the computational domain,

is a raising
of the collision frequency, 8

is an uniform random variable such that : 8


 W

M
 Y
2.Two particles C and D are randomly chosen. If their fluid velocities u

/ 
and u

/ 
are in
agreement with the correlation conditions, the algorithm goes to the next step, else two new
particles are randomly chosen.
3.The collision probability 

C

D
	U#FEHG
	

+
u I "
-
uI #
+
J is calculated and we use the following re-
jection method : a new random number 8K is computed following a uniform law ( 8K   W 
M
 ).
(a)if 8K ;   C  D 	 then collision is performed, and the new particle velocities are computed
in agreement with Eq. 14 and 15.
(b)if 8K ,   C  D 	 then collision is ’fictious’ and the particle velocities are unchanged
4.A new

5

(
 is computed and the algorithm is repeated while

5

(

;


.
A crucial question in this algorithm is the way to detect the particles which are correlated. Several
correlation conditions are given in Tab. 1. The idea of the correlation condition 3 is that the pdf
 *

associated with one of the particle of the pair of particle which could enter into collision must have
the same form than
 :

of all the particles.
4.2 Monte Carlo Babovsky-type algorithm
A method inspired by the algorithm proposed by Babovsky (1986) for the resolution of the Boltzmann
equation for rarefied gas dynamics has been adapted to account for the correlated colliding particle
closure (Eq. 18) by Villedieu and Simonin (2002).
1.All the particles are classed by their fluid velocities in ML*N 8 8 identical cubic cells.
2.In each cell O , the 

 particles are randomly paired.
3.The collision probability of each pair of particles A & B is calculated:


C

D
	 #
EHG
	

+
uI "
-
uI #
+
<
@QP

),R
>ﬂ?TS*U
6!V

; if 

 is even; 

 is replaced by 


%
M
for 


odd.  XWY



is the probability of having a fluid velocity included in the cell of discretisation O and B
K
is the
volume of the computational domain.
4.A rejection method is used to validate the collision: a random number 8K is computed following
a uniform law ( 8K   W 
M
 ).
(a)if 8K ;   C  D 	 then collision is performed, and the new particle velocities are computed.
(b)if 8K ,   C  D 	 then collision is ’fictious’ and the particle velocities are unchanged.
Two restrictions have to be imposed: one on the time step and the other on the number of particles in
each cell of discretisation of the fluid velocity space:

 ;
B
K
 XWY



Z



+u
! %
u
! 
+

 for all couples of particles and [L*N 8 8


 (23)
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Table 2: Particle, fluid conditions and results in homogeneous isotropic turbulence.
Particle properties
Particle diameter,
1
 (m)   
-
_
Particle density, 

	




Volumetric fraction, 

0.0125
Stokes relaxation time, 
 (  )  
-

Particle Reynolds number, ﬀ

 ﬁ
Particle statistics
Fluctuating kinetic energy,   (      ) ﬂ ﬃ
Fluid-particle covariance, 

 (      ) ﬂ  
Mean particle relaxation time, 
D

 (  )    
-

Fluid properties
Fluid density, 


	



 !
Molecular viscosity, "


#




  ﬁ$
-
"
Fluid statistics
Turbulent kinetic energy,  
 (      ) ﬂ!%
Lagrangian integral time 
R

 (  )   $
-

5 Simulation conditions
Simulations in homogeneous isotropic turbulence and in homogeneous turbulent shear flows have
been performed without gravity effect for the particle initial conditions described in Tab. 2 and for
lighter particles ( ? A#
[
W&
F
:'
-

,
 A#
WZY W
Q ). The same behavior of models and algorithms have
been observed, so that just results with the particles described in Tab. 2 are presented here. The
computational domain is a cubic box (lengh of the box : ( V # WZY
M
)
Q
' ). Periodic boundary conditions
are used for the fluctuating part of the fluid and the particle velocities.  

:



needed in the Langevin
equation (Eq. 8) can be calculated using monophasic turbulence model. In order to avoid a bias due
to this modelling and to better compare stochastic results with LES/DPS results,  

:



is taken from
LES results.
Simulations were performed with 1000 numerical particles in Isotropic Homogeneous Turbulence.
Statistics have been done on 20000 iterations. The parameters for conditioning were chosen in order
to have approximatly the same selectivity in M3C algorithm and Babovsky-type algorithm (1% of
whole possible couple of particles). Numerical tests with more numerical particles or with smaller
parameters of conditioning show no significant difference.
Simulations of homogeneous shear flows were performed for a uniform and constant shear rate.
The mean flow direction is the


-direction and the mean shear is following the


-direction. The
mean fluid velocity U


and the mean particle velocity U

are given by


/ 

# ).




*).
 #


/ 

 (24)

! 

# )Z



+)Z #

! 

 (25)
).

and
)Z
denote the constant and uniform mean shear flow rates, in the following,
) 
 #,)Z #
[
W.-
-

.
The initial conditions for the gas and particle velocities are taken from numerical simulations of ho-
mogeneous and isotropic turbulent flows (Tab. 2). The particles were allowed to disperse sufficiently
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Fig. 1: Time development of the fluid kinetic stresses viewed by the particle in homogeneous turbulent shear
flow. Symbols are the Monte Carlo simulation results with SLM (empty symbols) or with LIPM (doted sym-
bols) or with LSSG model (gray filled symbols); or DPS/LES results (filled symbols) (circles: streamwise
components, squares and diamonds: transverse components, triangles: shear stress components).
before to endure the mean shear rate in order to be in equilibrium with the fluid turbulence. Initial
fluid and particle velocities are taken as the sum of the turbulent component from the homogeneous
isotropic simulation and the mean component from the homogeneous shear with respect to the initial
particle position. In homogeneous turbulent shear flows, the collision algorithm for correlated colli-
sions used in stochastic simulation is the M3C algorithm with the condition of collision detection 1
or 2. Those conditions give the same results on macroscopic quantities (
)$

/ 

)ﬃ$

/ 
, 
, (
)ﬃ$
! 

)ﬃ$
! 
, 
,
(
)ﬃ$

/ 

)ﬃ$
! 
,  (see section 6.2 for more details). The stochastic simulation results with a uncorrelated
collision model (ie. with a molecular chaos-type model on  




 ) are performed with a Bird algo-
rithm without any conditionning on the fluid velocity viewed by the particles which could enter into
collision.
6 Results
6.1 Performance of Langevin models in homogeneous shear flows
In homogeneous isotropic turbulence, the SLM model can well reproduce the fluid, particle and fluid
particle velocity correlation simulated by LES/DPS (Fede et al., 2002). The time development of the
fluid turbulence stresses viewed by the particles (averaged on the particle distribution) in homoge-
neous shear flow (Fig 1) is independent of the collision effects. The behaviour of each component
of the Reynolds tensor are well predict by all Langevin models. The stochastic simulations with the
different Langevin equations (SLM, IPMb and LSSG) cannot capture the difference in the transverse
directions (squares and diamonds). Maximum error of the models are approximately: SLM 50 % on
shear stress component; IPMb 40 % on transverse component (diamond symbol); and LSSG 15 % on
streamwise component. LSSG model seems to be well adapted to simulate the fluid turbulence in the
studied case.
In Fig. 2 the turbulent energy, the particle kinetic energy and the fluid-particle covariance pre-
dicted by the different models of turbulence along the particle path are compared with LES/DPS
results in turbulent homogeneous shear flow without collision effects. The turbulent energy is over-
predicted by SLM model (maximum 10%). IPMb and LSSG models which have been validated for
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Fig. 2: Time development of the fluid turbulent kinetic energy (circle), the half of fluid-particle covariance
(square) on the left and particle kinetic energy (diamond) on the right in homogeneous turbulent shear flow
without collisions effects. Symbols are the Monte Carlo simulation results with SLM (empty symbols) or with
LIPM (doted symbols) or with LSSG model (gray filled symbols) or DPS/LES results (filled symbols).
monophasic turbulent shear flows (Pope, 1994b) well predict the turbulent kinetic energy (less than
5% of error). SLM, IPMb and LSSG overestimate the fluid-particle covariance respectivly +50%,
+80% and less than +20%. The particle kinetic energy is also strongly overestimated (a bit less than
100% with IPMb). The modelling choice of the fluid velocity viewed by the particle is critical not
only for estimating the Renolds tensor components but also the separate fluid particle velocity cor-
relations which will directly affect the particle kinetic correlation predictions. But from the particle
kinetic stress transport equation (Simonin et al., 1995), it can be shown that the prediction of the par-
ticle kinetic energy is very dependant of the modelling of the separate fluid, particle and fluid-particle
velocity correlation. The accuracy of the modelling of such velocity correlations by a Langevin ap-
proach is presented and discussed in the rest of this section for the most accurate model : the LSSG
model.
The comparisons between particle kinetic stresses from stochastic Lagrangian simulations, mo-
ment method predictions and DPS/LES with and without collision effects is shown in Fig 3. The
good agreement between stochastic simulation results and moment method prediction using the same
closures validate the numerical treatment of Eq. 1 in the stochastic code. The streamwise velocity
correlation and shear stress are dominated by both the interaction with the fluid turbulence and the
production by the mean particle velocity gradient. In contrast, without collision effect, transverse
components of the particle kinetic stress tensor are dominated by the interaction with the fluid tur-
bulence, only. The most noticeable effect of the interparticle collisions measured in DPS/LES is
to reduce the anisotropy of the particle kinetic stress tensor by decreasing the streamwise compo-
nent and increasing the tranverse components. When performing decorrelated collision modelling
(dashed symbols), the streamwise components of the fluid-particle velocity correlation and particle
kinetic stress tensors breakdown (Fig. 3 and 4). This effect is mainly due to the destruction of the
fluid-particle covariance by the collisions as shown by Fig. 4 and is similar to the effect found in
homogeneous isotropic turbulence (Berlemont et al., 1995; Fede et al., 2002). So that the decorre-
lated collision model is not satisfactory in homogeneous turbulent gas-solid shear flow even for such
inertial particles,
)
B
D


 
I
Y
[
.
Fig 4 shows the time development of the fluid-particle kinetic correlations with and without col-
lision. A slight increase of the fluid-particle velocity correlation is measured in DPS/LES when
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Fig. 3: Time development of the particle kinetic stresses. Comparison between Monte Carlo simulation re-
sults and model prediction issued from the moment method with LSSG model without collision effect (empty
symbols), with decorrelated collisions (dashed symbols), with correlated collisions (filled symbols) on the left;
DPS/LES results (on the right) without collision effect (empty symbols) and with collision effect (filled sym-
bols). (streamwise components    $!   $!   : circles, transverse components:    $! 


$
! 



squares and
 

$
! 

$
! 


diamonds, shear stress components  

$
! 

$
! 


: triangles )
accounting for interparticle collisions. Following Lavie´ville et al. (1997) this effect does not come
directly from collisions but from an increase of the eddy particle interaction time B
R

 due to the in-
stantaneous particle distribution with respect to the fluid turbulence velocity field and this effect is not
accounting for in the modelling approaches of the fluid velocity viewed by the particles. Stochastic
results are in good agreement with LES/DPS results except for (
)$

/ 
)ﬃ$
! 
,  (symbols  and  ).
This overestimation of (
) $

/ 
)ﬃ$
! 
, 
leads to an overestimation of the streamwise component of the
particle kinetic stress tensor. This limitation excepted, the LSSG model can accurately predict the
fluid-particle kinetic correlations especialy with collision effects.
6.2 Comparison of collision algorithms results in Homogeneous Isotropic Turbulence
A problem in stochastic modelling of inter-particle collision is the way to translate a collision operator
closed by an appropriate closure into a Monte-Carlo algorithm. Two types of algorithm have been
presented (see Section 4). According to Villedieu and Simonin (2002), the Babovsky type presented
here is really solving the collision operator of Eq. 1 closed by the correlated colliding particle as-
sumption. For the M3C algorithm several correlation conditions are proposed in Tab. 1. In Isotropic
Homogeneous Turbulence, the different correlation conditions give the same results (with appropri-
ated parameters values) for  
 ,   ,  
 and the collision time. These quantities solved by the stochastic
simulation (with the M3C or the Babovsky-type collision algorithm) and given by the moment method
are very similar. Nevertheless the conditional averages presented in section 3 have been investigated
in more details and show some differences.
A statistical treatment of stochastic simulation results on all the particles shows that the single
particle conditional averages (Eq. 19 and 20) are in perfect agreement with model predictions (Fig.
5).
Single particle conditional averages of potentially colliding particle (detected as correlated by the
M3C algorithm) algorithm are presented in Fig 6. The same quantity is not available in the Babovsky-
type due to the form of the algorithm, which does not separate the detection of the particles whose
could enter into collision and the detection of the collision. The conditional averages are increasing
with the parameter

as expected by moment method predictions (Eq. 19 and 20). If the Monte-Carlo
collision algorithm is really a translation of the correlated collision closure then the single ”potentialy
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Fig. 4: Time development of the fluid-particle velocity correlation. Comparison between Monte Carlo simula-
tion results and model prediction issued from the moment method with LSSG without collisions effect (empty
symbols), with decorrelated collisions (dashed symbols), with correlated collisions (filled symbols) on the left;
DPS/LES results (on the right) without collision effect (empty symbols) and with collision effect (filled sym-
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colliding” particle conditional averages must be equal to the single particle conditional averages on
all the simulated particles. The averages conditioned by the fluid velocities (symbols  and  ) are
well predicted for the three correlation conditions. The correlation condition 3 is the only one which
can reproduce the single particle averages conditioned by the particle velocities.
Two particle conditional averages are presented in Fig 7. The correlation condition 3 seems to
be the only one of the three presented here which can accurately predict this quantities. Finally the
choice of the correlation condition in M3C is crucial when the conditioned averages are analyzed.
7 Conclusions
A statistical description of gas-particle turbulent flows based on joint fluid particle pdf equation has
been presented. The evolution equation of this pdf needs closures in terms accounting for fluid veloc-
ity along the particle path and inter-particle collisions. The fist term is closed by a Langevin equation
and the second term by using a specific closure for the pair joint fluid particle pdf (Lavie´ville et al.,
1995) in the collision operator. The equation on pdf can be solved by a Lagrangian stochastic simu-
lation approach.
Three different Langevin equations have been tested in homogeneous turbulent shear flow. The
LSSG model can accurately predict the fluid-particle kinetic correlations especialy with collision
effects, while other models (SLM and IPMb) strongly overestimate the fluid-particle covariance.
Two types of collision algorithms accounting for the correlated colliding particle closure have
been presented and tested. The way to detect the correlated particles in M3C algorithm is critical
when conditioned averages of pdf are analysed, but the macroscopic quantities are not affect by the
correlation conditions and are equal to whom calculated using the Babovsky-type algorithm which
can be consider as a reference.
Numerical predictions have been sucessfully compared with moment method predictions and re-
sults from Deterministic Particle Simulation coupled with Large Eddy Simulations of the gas turbu-
lence (DPS/LES).
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Fig. 5: Single particle conditional averages of particle velocities. Symbols are Stochastic simulation results
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ABSTRACT
The purpose of this paper is the modelling of particle-
particle collisions by Stochastic Lagrangian approach in gas-
solid turbulent shear flows. A generalized Monte Carlo algorithm
is introduced which takes into account the correlation between
the colliding particles. Particle-particle and fluid-particle veloc-
ity correlations from Stochastic Lagrangian simulations are com-
pared with results from Deterministic Particles Simulation cou-
pled with Large Eddy Simulation of a gas turbulent shear flow
(DPS/LES), and with predictions computed in the frame of the
moment method using separate transport equation for the fluid
and particle velocity correlations.
INTRODUCTION
Gas-particle turbulent flows are found in very wide range
of applications as for example in fluidized bed, rocket propulsor
and sand transport. The effective methods for dispersed phase
computation can be separated in two general approaches, the
Lagrangian approach (discrete particulate method) and the two-
fluid approach (moments method). Both approaches need clo-
sures for fluid-particle and particle-particle interactions. To ac-
count for the collisions in deterministic Lagrangian simulation of
gas-solid flows, a huge number of particles is needed. This lim-
itation can be avoided by using Monte Carlo method developed
in the frame of kinetic theory of rarefied gases. These algorithms
are very efficient but need to be adapted in gas-solid turbulent
flows. Indeed the standard Monte Carlo algorithms are based
on the molecular chaos assumption which assume that positions
and velocities of colliding particles are not correlated. But this
assumption is no longer valid if particles are interacting with a
turbulent flow. For example, as pointed out by Berlemont et al.
[1], in homogeneous isotropic turbulent gas-solid flows stochas-
tic Lagrangian approaches based on molecular chaos assumption
lead to an appreciable underestimation of the particle kinetic en-
ergy. This phenomenon can be avoided by using specific clo-
sures for collision operator (see for example, Sommerfeld [2];
Hylkema & Villedieu [3]). In particular, following Lavie´ville et
al. [4], a Monte Carlo algorithm for gas particle turbulent flows
has been developed by Fede et al. [5] assuming that the collid-
ing particles are viewing the same fluid velocity. This paper
is dedicated to the validation of this Monte Carlo algorithm in
homogeneous turbulent shear flows. Results are compared with
DPS/LES results (Lavie´ville et al. [6]) and the predictions issued
from the moment method. In order to focus our study on the
particle-particle interaction, the modulation of the fluid by the
particles is not taking into account.
STATISTICAL DESCRIPTION OF GAS SOLID FLOW
This approach is derived by analogy between the random
motion of particles induced by turbulent fluid flow and the ther-
mal motion of molecules in gas. Particle statistics are given
in terms of the particle probability density function (pdf) :
fp
 
cp  x  t  . To account for the fluid turbulence effect, Simonin
[7] proposed an approach based on the joint fluid-particle proba-
1 Copyright c

2003 by ASME
bility density function f f p
 
c f  cp  x  t  . f f p
 
c f  cp  x  t  dc f dcpdx
is the number of particles at time t, with center of mass x located
in
 
x

x  dx  , with velocity cp 
 
cp  cp  dcp  , viewing a fluid
velocity c f 
 
c f  c f  dc f  . Thus, f f p obeys a Boltzmann type
equation :
∂ f f p
∂t 
∂
∂xi

cp  i f f p 
	 ∂∂cp  i
 dup  i
dt  cp  c f  f f p 
	
∂
∂c f  i
  du f  i
dt  cp  c f  f f p 

∂ f f p
∂t  coll (1)
The first term of the right hand side represents the effects
of external forces on the particle path, the second term account
for the fluid turbulence evolution along the particle path, the last
term represents the joint fluid-particle pdf modification induced
by collisions (also called collision operator).
Particle path computation
The present work is focussed on gas-solid flows with parti-
cle diameter dp comparable with the Kolmogorov characteristic
length scale (dp  ηK). But according to the large particle to
fluid density ratio considered (ρp  ρ f ), the response time of
the particle remains much larger than the Kolmogorov time scale
(τp  τK). In such flows, the drag force is dominant, hence par-
ticle position and velocity equations can be written as :
dxp  i
dt  up  i (2)
dup  i
dt 	
up  i 	 u f  i
τFf p
 ρpgi (3)
up is the particle velocity, u f the fluid velocity viewed by the
particle, ρp is the density of the particle and g is the gravity ac-
celeration. τFf p is the particle relaxation time :
τFf p 
4
3
ρp
ρ f
dp
CD
1

 up 	 u f


(4)
ρ f is the density of the fluid and CD is the local drag coefficient
which can be written following Schiller & Nauman [8] :
CD 
24
Rep
 1  0  15Re0  684p

Rep 
dp

 up 	 u f


ν f
(5)
Rep is the particle Reynolds number with ν f the kinematic vis-
cosity of the fluid. From Eq. (3) the first term of the right hand
side of Eq. (1) can be written explicitly :
 dup  i
dt  cp  c f  f f p 	
1
τFf p
 
cp  i 	 c f  i  f f p (6)
Fluid turbulence Lagrangian modelling
During the last decades, the Lagrangian simulation of turbu-
lent fluid flow has been extensively studied. Haworth & Pope [9],
Pope [10] have purposed a Langevin equation for the fluid veloc-
ity along the fluid elements trajectory. They show that Langevin
process is efficient for modelling the dispersion of passive scalar
and allows to ensure consistency with Reynolds Stress transport
Model (RSM). By analogy with the single phase approach, Si-
monin et al  [11] purpose the following Langevin equation for
the fluid velocity along the particle path :
du f  i 	
1
ρ f
∂Pf
∂xi
dt

 
up  j 	 u f  j 
∂U f  i
∂x j
dt
 G f p  i j
 
u f  j 	 U f  j  dt  H f pδWf p  i (7)
where Pf is the mean fluid pressure, U f is the mean fluid veloc-
ity, δWf p  i j is a Wiener process and H f p is a model coefficient
depending on turbulence statistics. This coefficient can be linked
to the fluid dissipation ε f and the Kolmogorov’s constant (C0 
2  1) through the Lagrangian structure function (H f p  ε f C0).
G f p  i j is a second order tensor of fluid statistics viewed by the
particles. For non settling particles, Simonin et al  [11] propose
a spherical form for this tensor.
G f p  i j ﬀ	
1
τtf p
δi j (8)
where τtf p, the eddy particle interaction time is written
τtf p 
1
β1
q2f
ε f
β1  12 
3
4
C0 (9)
The second term of the right hand side in Eq. (1) can be written :
∂
∂c f  i
  du f  i
dt  cp  c f  f f p  
∂
∂c f  i


	
1
ρ f
∂Pf
∂xi

 
cp m 	 c f m 
∂U f  i
∂xm
 G f p  im
 
c f m 	 U f m 

f f p
	
∂
∂c f  i

1
2
H f p f f p


(10)
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Other forms of the Langevin equation can be chosen to sim-
ulate the fluid velocity along the particle path (see for example
Simonin [7]). In particular Minier & Peirano [12] write the mean
fluid shear term of Eq. (7) in function of the mean relative veloc-
ity, so that the Langevin equation is written :
du f  i 
	
1
ρ f
∂Pf
∂xi
dt

 
Up  j 	

u f  j  p 
∂U f  i
∂x j
dt
 G
 
f p  i j
 
u f  j 	 U f  j  dt  H
 
f pδWf p  i (11)
using the same closure for G
 
f p  i j and H
 
f p than for G f p  i j and
H f p, respectively.
Collision operator closure
Considering only binary collisions, the collision operator in
Eq. (1) can be written :

∂ f f p
∂t  coll ﬀ	 d
2
p

g k  0 
∆ f f p f p
 
c f A  cpA  xA  c f B  cpB 
xA  dpk  t 
 
g  k  dkdcpBdc f B (12)
where f f p f p is the pair fluid-particle distribution function,
∆ f f p f p represents the variation of f f p f p induced by collision, k is
the unit vector directed from the center of particle A to the center
of particle B and g is the relative velocity between the colliding
particles g

cp  B 	 cp  A. Assuming that the particles are rigid
smooth spheres with identical diameter, equations governing a
binary collision between a particle A and a particle B are :
c
 
p  A  cp  A 
1  ec
2
 
g  k   k (13)
c
 
p  B  cp  B 	
1  ec
2
 
g  k   k (14)
where c
 
pA and c
 
pB are the post-collisional velocities of the parti-
cles and ec is the normal restitution coefficient (0

ec  1). In
this frame of collision modelling approach ∆ f f p f p is written :
∆ f f p f p  1
e2c
f f p f p
 
c f A  cˆpA  xA  c f B  cˆpB  xA  dpk  t 
	
f f p f p
 
c f A  cpA  xA  c f B  cpB  xA  dpk  t  (15)
with cˆpA and cˆpB given by :
cˆpA  cpA 
c
 
pA 	 cpA
ec
cˆpB  cpB 
c
 
pB 	 cpB
ec
(16)
In the frame of the kinetic theory of dilute gases, the pair
distribution is written in term of the single distribution func-
tions assuming that colliding particles are completely indepen-
dent (molecular chaos assumption). This assumption is not ap-
propriate for particles interacting with a turbulent flow which will
induce correlations between positions and velocities of particles.
In addition, the particle diameter being smaller than the Taylor
length scale (dp  λ) and the response time of the particle larger
than the Kolmogorov time scale (τp  τK), the effective fluid
velocities viewed by the neighboring particle may be assumed to
be nearly identical. Following Lavie´ville et al. [4], a closure as-
sumption called correlated colliding particle closure is proposed:
f f p f p
 
c f A  cpA  c f B  cpB   fp
 
cpA

c f A  fp
 
cpB

c f B 
δ   c f A 	 c f B  f f  p
 
c f A  (17)
where fp
 
cpA

c f A  is the particle probability density function
conditioned by the fluid velocity c f A and f f  p
 
c f A  is the prob-
ability for having a fluid velocity c f A at any particle posi-
tion, thus we have by definition the relation : f f p
 
c f A  cpA  
fp
 
cpA

c f A  f f  p
 
c f A 
MOMENT METHOD
Transport equations for velocity moments (number density
np, mean velocity, kinetic stresses, ...) are obtained by multiply-
ing the microscopic kinetic equation (Eq. 1) governing f f p by an
appropriate function of fluid and particle velocities and integrat-
ing over all fluid and particle velocity spaces.
Fluid Reynolds stress transport equations
Restricting our attention to non settling particles suspended
in turbulent gas flows with a uniform mean velocity shear, the
equation governing the fluid Reynolds stress tensor components
viewed by the particles (average on the particle distribution) is
found to be nearly identical to the one derived in the frame of
single-phase fluid turbulence modelling :
∂
∂t

u  f  iu  f  j  p 	

u  f  iu  f m  p
∂U f  j
∂xm
(18)
	

u  f  ju  f m  p
∂U f  i
∂xm
 G f p  im

u  f  ju  f m  p
 G f p  jm

u  f  iu  f m  p  C0ε f δi j
where u
 f is the fluctuating part of the fluid velocity. The three
last terms on the right hand side of Eq. (18) represent pressure-
strain correlations and viscous dissipation rate. The two first
terms represent the production by the mean velocity shear. We
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can point out that, when using the alternative Langevin equation
(Eq. 11), the production terms are written as proportional to the
fluid-particle velocity correlations instead of the fluid ones.
Particle kinetic stress transport equations
The equation governing the particle kinetic stress tensor
components may be written as
∂
∂t

u p  iu p  j  p  Πp  i j 	
 

u p  iu p m  p
∂Up  j
∂xm


u p  ju p m  p
∂Up  i
∂xm 
 Cp  i j (19)
Where Up is the mean particle velocity, u p is the fluctuating part
of the particle velocity. The first term on the right hand side of the
above equation Πp  i j represents the effect of the fluid turbulence
on the particles. Following [13] the non linear dependence of the
drag coefficient on the instantaneous relative velocity is modelled
by introducing a mean particle relaxation time

τFf p  p,
Πp  i j ﬀ	
1

τFf p  p
 
2

u p  iu p  j  p 	

u  f  iu p  j  p
	

u  f  ju p  i  p  (20)
where the mean particle relaxation time is approximated :
1

τFf p  p

3
4
ρ f
ρp

CD  p
dp


up 	 u f

 p (21)
The second term of Eq. (19) is exact and represents the pro-
duction due to the mean particle velocity gradient. The last term
Cp  i j accounts for particle-particle collision and needs to be mod-
elled from Eq. (12).
Fluid-particle velocity correlation equations
The transport equation of the fluid-particle velocity correla-
tion may be written as,
∂
∂t

u  f  iu p  j  p  Π f p  i j 	
 

u  f  iu p m  p
Up  j
∂xm


u p  ju  f m  p
U f  i
∂xm 
 G f p  im

u  f mu p  j  p  C f p  i j (22)
The first term on the right hand side represents the effect of
particle interaction with the fluid turbulence and is written
Πp  i j 	
1

τFf p  p
 

u  f  iu p  j  p 	

u  f  iu  f  j  p  (23)
The second term of Eq. (22) represents the production due to
the mean fluid and particle velocity gradient. The third term ac-
counts for velocity-pressure correlation, crossing-trajectory ef-
fects and viscous dissipation, with G f p  i j given by Eq. (8). The
last term C f p  i j accounts for particle-particle collision effects.
Collision terms
In the frame of kinetic theory of dry granular flows [14], the
collisionnal term in the kinetic stress equation can be modeled
assuming molecular chaos in Eq. (15) and using a Grad’s devel-
opement of fp. In the case of correlated colliding particle closure
(Eq. 17) Lavie´ville et al. [4] are using a Grad’s developement of
f f p in term of both the particle and fluid velocities, for elastic
collisions (ec  1), C f p  i j and Cp  i j are written :
C f p  i j
 
u  f  iu p  j   0 (24)
Cp  i j
 
u p  iu p  j  
	
4
5τcp
 
ˆRp  i j 	 2γ f p ˆR f p  i j  γ2f p ˆR f  i j  (25)
ˆR f  i j 

u  f  iu  f  j  p 	
2
3q
2
f δi j
ˆRp  i j 

u p  iu p  j  p 	
2
3q
2
pδi j
ˆR f p  i j 
1
2
 

u  f  iu p  j  p 

u p  iu  f  j  p  	
1
3 q f pδi j
where q2f is the fluid turbulent kinetic energy, q2p is the particle
fluctuating kinetic energy and q f p is the fluid-particle velocity
covariance. τcp is the inter-particle collision time given by
τcp  nppid2p 
16
pi
2
3q
2
p
 
1
	
ξ2f p 
1
(26)
γ f p and ξ f p are written as :
γ f p 
q f p
2q2f
ξ2f p  q f p2q2f
q f p
2q2p
(27)
It must be noticed that this form is consistant with the form
issued from the kinetic theory of dry granular flows. Indeed, if
there is no correlation induced by turbulence the coefficient ξ f p
is equal to zero and Cp  i j reduces to the form proposed by Jenkins
& Richmann [14].
4 Copyright c

2003 by ASME
STOCHASTIC LAGRANGIAN SIMULATION
Stochastic Lagrangian methods have been extensly devel-
oped in the frame of kinetic theory of rarefied gases [15] but also
in gas-solid turbulent flows [2, 3]. These methods are very in-
teresting because they allow to simulate a huge number of real
particles by tracking few numerical particles. Covering the com-
putational domain with cells C j, the key idea of stochastic meth-
ods is to approximate f f p by a sum of Dirac masses :
f

Np 
f p
 
cp  c f  x  t   ∑
j
χC j
 
x 
VC j
Np j
∑
i   1
κiδ
 
cp 	 u
i
p
 
t    δ   c f 	 uif
 
t  
(28)
where VC j is the volume of the cell C j, Np is the total number
of numerical particle, Np j is the numerical particle number in
the cell C j where any i-particle represents κi real particles. The
function χC j
 
x  is defined such that :
χC j
 
x 

1 if x

C j (29)
χC j
 
x 

0 otherwise (30)
To resolve Eq. (1) with the stochastic Lagrangian method, a
splitting method is used such as the particles transport is evalu-
ated first and, next, a collision step is performed.
Transport step
The numerical particles follow the same transport equations
as the real particles (Eq. 2 and 3). According to the closure
of turbulence effects and particle path in Eq. (1), the Langevin
equation (Eq. 7) is used for computing the fluid velocity viewed
by the particle along their path.
Collision step
Classical Monte Carlo algorithms were developed for rar-
efied gases based on the molecular chaos assumption (Bird [16];
Babovsky [17]). Both algorithms have been used in this work.
Previously they were tested for inter-particle collision numeri-
cal treatment in Homogeneous Isotropic gas-solid turbulent flow.
As expected, comparison with DPS/LES results show an under-
estimation of the particle kinetic energy due to the destruction
of the fluid-particle covariance by the collision numerical treat-
ment [18].
To avoid such an effect, the Monte-Carlo Correlated Colli-
sion (in short M3C) was developed for the collision operator clo-
sure given by Eq. (17). Details of M3C algorithm can be found in
Appendix A and [5]. Hence, the particle-particle collision is con-
ditioned by the fact that the instantaneous fluid velocities viewed
by the particles are nearly identical.
Table 1. PARTICLE INITIAL CONDITIONS.
Particle properties
Particle diameter, dp (m) 656 10

6
Particle density, ρp
 
kg

m3  100
Volumetric fraction, αp 0.0125
Stokes relaxation time, τp (s) 139  8 10

3
Particle Reynolds number, Rep 19  4
Initial particle statistics
Fluctuating kinetic energy, q2p (m2

s2) 0  039
Fluid-particle covariance, q f p (m2

s2) 0  078
Mean particle relaxation time, τFf p (s) 76  3 10

3
Table 2. FLUID INITIAL CONDITIONS.
Fluid properties
Fluid density, ρ f
 
kg

m3  1  17
Molecular viscosity, ν f
 
m2

s  1  47 10

5
Initial fluid statistics
Turbulent kinetic energy, q2f (m2

s2) 0  12
Lagrangian integral time τtf p (s) 36  7 10

3
Simulation conditions
Simulations of homogeneous shear flows were performed
for a uniform and constant shear rate without gravity effect. The
mean flow direction is the x1-direction and the mean shear is
following the x3-direction. The mean fluid velocity U f and the
mean particle velocity Up are given by
U f  i  S f x3δi1 S f 
∂U f  1
∂x3
(31)
Up  i  Spx3δi1 Sp 
∂Up  1
∂x3
(32)
S f and Sp denote the constant and uniform mean shear flow rates
and, in the following, S f  Sp  50 s

1
.
The initial conditions for the gas and particle velocities are
taken from numerical simulations of homogeneous and isotropic
turbulent flows (Tables 1 and 2). The particles were allowed to
disperse sufficiently before to endure the mean shear rate in or-
der to be in equilibrium with the fluid turbulence. Initial fluid
and particle velocities are taken as the sum of the turbulent com-
ponent from the homogeneous isotropic simulation and the mean
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Figure 1. Time development of the particle kinetic stresses in homo-
geneous dry granular shear flow with elastic particle-particle collisions.
Empty symbols are the Monte Carlo simulation results, filled symbols are
DPS results : streamwise component (circles), transverse components
(squares and diamonds), shear stress component (triangles) and the lines
are model predictions from the kinetic theory of dry granular flows.
component from the homogeneous shear with respect to the ini-
tial particle position :
u f  i
 
x

t

0 

S f x3δi1  u  f  i
 
x  (33)
up  i
 
x

t

0 

Spx3δi1  u p  i
 
x  (34)
The computational domain is a cubic box (lengh of the box
: Lb  0  192 m). Periodic boundary conditions are used for the
fluctuating part of the fluid and the particle velocities. Any parti-
cle crossing one edge of the computational domain is replaced by
a new one entering through the symetrical side with corrected in-
stantaneous velocities according to the mean velocities distribu-
tion. The flow being statistically homogeneous, the Monte Carlo
algorithm is considering only one cell for representing the com-
putational domain. But, to insure an homogeneous distribution of
particle turbulent properties, the collisions are performed consid-
ering only the fluctuating part of the fluid and particle velocities
associated to each colliding particle and obtained by substraction
of the mean shear contributions with respect to the instantaneous
particle position.
The time step ∆t of the simulation was tested on the fluid
Reynolds stresses variance leading to choose ∆t

6  25 10

5s
(with a relative error of 2% for 10000 numerical particles with
κi  60). The random number are computed using the generator
describe by Knuth [19].
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Figure 2. Time development of the fluid Reynolds stresses viewed by
the particles in homogeneous turbulent shear flow, stochastic simulation
results (empty symbols) or DPS/LES results (filled symbols) (symbol leg-
end : see Fig. 1) and the lines are predictions from the moment method
(Eq. 18).
RESULTS AND DISCUSSIONS
Dry granular flow predictions
To validate the collision algorithm, simulations of dry gran-
ular shear flows have been performed. Figure 1 shows the com-
parison of Monte Carlo simulation results with predictions of
the moment approach and with Deterministic Particle Simula-
tion (DPS) results. According to the corresponding transport
equation given by the moments method, the streamwise veloc-
ity correlation (circles) and shear stress (triangles) are produced
by the mean velocity gradient production. The collisions effect
is to redistribute the fluctuating motion to the transverse com-
ponents (square and diamond). The good agreement between
stochastic and DPS results is validating the numerical accuracy
of the Monte-Carlo algorithm. In addition, the good agreement
between the moment predictions and the stochastic Lagrangian
simulation results is validating the Grad’s developement used for
the collision operator modelling.
Fluid flow predictions
Single-phase analysis have been done to validate the
Langevin model for turbulent shear flow. As point out by
Lavie´ville et al. [6], the fluid turbulence viewed by the parti-
cles is nearly identical to the standard fluid turbulence computed
by LES. In order to compare stochastic results with Determin-
istic Particle Simulation/Large Eddy Simulation performed by
Lavie´ville et al. [6], q2f

ε f needed in the Langevin equation (see
Eq. 9) is taken from LES results. Figure 2 shows the good agree-
6 Copyright c

2003 by ASME
0 1 2 3 4 5
Sft
−0.2
−0.1
0
0.1
0.2
b f@
p,
ij
Figure 3. Time development of the normalised fluid turbulence
anisotropy tensor, viewed by the particles in homogeneous turbulent
shear flow. Empty symbols are the stochastic simulation results and filled
symbols are DPS/LES results (symbol legend : see Fig. 1) and the lines
are predictions from the moment method.
ment between DPS/LES and stochastic simulation results. As ex-
pected, the gap between the two transverse velocity correlations
(square and diamond) mesured in LES is not predicted by the
stochastic simulation and the moment method. This is due to the
spherical form for G f p  i j wich leads to a simple Rotta isotropisa-
tion model in the fluid Reynolds stress transport equation.
The normalised fluid turbulence anisotropy tensor viewed by
the particles b f @p is shown by Fig. 3, where b f @p is written
b f @p  i j 

u
 f  iu  f  j  p
2q2f
	
1
3 δi j (35)
The agreement between model predictions (from stochastic La-
grangian simulation and moment method) and DPS/LES results
is very satisfactory. The transverse component anisotropy is
found to be approximatly the average of the separate contribu-
tions measured from DPS/LES.
The comparison of fluid turbulent kinetic energy model pre-
dictions with DPS/LES results shows an overprediction increas-
ing with time until 15 % (Fig. 5). Such discrepency might be re-
duced by using more sophisticated forms for the pressure-strain
correlations through the modelling of the G f p  i j term [10].
Figure 4 shows the comparison of the predictions using the
two proposed forms for the Langevin equation : Eq. 7 and Eq.
11. We can see that the Langevin equation (Eq. 11) given by
Minier &Peirano [12] leads to underestimate appreciabely the
streamwise and shear stress components. Such modelling ap-
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Figure 4. Time development of the fluid Reynolds stresses in homo-
geneous turbulent shear flow, stochastic simulation results with Eq. (7)
(empty symbols) or with Eq. (11) (gray filled symbols) for the Langevin
equation of the fluid velocity along the particle paths (symbol legend : see
Fig. 1) and the lines are predictions from the moment method (Eq. 18).
proach does not insure the same predicted values for the standard
fluid Reynolds stresses and the ones viewed by the particles, in
contradiction with DPS/LES results.
Particle and fluid-particle correlations
Figures 7 and 8 show the comparisons between particle-
particle and fluid-particle velocity correlations from stochas-
tic Lagrangian simulations, moment method predictions and
DPS/LES with and without collision effect.
The good agreement between stochastic simulation and mo-
ment method predictions for particle-particle and fluid-particle
velocity correlations without collision effects is validating the
modelling of the mean particle relaxation time

τFf p  p (Eq.
21). The streamwise velocity correlation and shear stress are
dominated by both the interaction with the fluid turbulence and
the production by the mean particle velocity gradient. In con-
trast, without collision effect, transverse components of the par-
ticle kinetic stress tensor are dominated by the interaction with
the fluid turbulence, only, whose the efficiency is decreasing
with the partical inertia. The evolution of fluid-particle covari-
ance and the particle kinetic energy is qualitatively the same
for DPS/LES results, moment method predictions and stochas-
tic simulations results (Fig. 5). But stochastic simulations and
moment method predictions appreciably overestimate the fluid-
particle covariance and the particle kinetic energy with respect to
DPS/LES results. The discrepancies concerning the particle ki-
netic stress model prediction are due to the overestimation of the
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Figure 5. Time development of the fluid turbulent kinetic energy (cir-
cle), particle turbulent kinetic energy (diamond) and half the fluid-particle
covariance (square) in homogeneous turbulent shear flow without colli-
sion effects. Lagrangian stochastic simulation results are empty symbols.
DPS/LES results are filled symbols and the lines are predictions from the
moment method.
fluid-particle velocity correlations. Indeed moment predictions
of particle kinetic stresses using fluid-fluid and fluid-particle ve-
locity correlations measured from DPS/LES are in very good
agreement with DPS/LES results [4]. Unfortunately, the over-
estimation of particle kinetic energy, due to the lack of accuracy
of the fluid turbulence model, will not allow a quantitative vali-
dation of collision modelling.
Figure 7 shows that the most noticeable effect of the in-
terparticle collisions measured in DPS/LES is to reduce the
anisotropy of the particle kinetic stress tensor by decreasing the
streamwise component and increasing the tranverse components.
This result is consistant with the detailed analysis of the bud-
gets of particle kinetic stress transport equations showing that the
collisions lead to a redistribution mechanism between the sepa-
rate diagonal kinetic stress components without modification of
the whole kinetic energy. In addition, the collisions induce a re-
duction of the kinetic shear stress wich, through the production
by the mean shear rate, leads to a slight decrease of the parti-
cle kinetic energy q2p. Figure 8 shows a slight increase of the
fluid-particle velocity correlation measured in DPS/LES when
accounting for interparticle collisions. Following Lavie´ville et
al. [6] this effect does not come directly from collisions but from
an increase of the eddy particle interaction time τtf p due to the
instantaneous particle distribution with respect to the fluid tur-
bulence velocity field and this effect is not accounting for in the
modelling approaches (Eq. 9).
When performing decorrelated collision modelling (dashed
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Figure 6. Time development of the particle relaxation time and the col-
lision time in homogeneous turbulent shear flow with particle-particle col-
lision influence. Symbols are the stochastic simulation results : mean
particle relaxation time τFf p (filled triangles), collision time (cross), eddy
particle interaction time τtf p (circle), Stokes relaxation time (empty trian-
gles) and the lines are predictions from the moment method.
symbols), the streamwise components of the fluid-particle ve-
locity correlation and particle kinetic stress tensors breakdown
(Fig. 7 and 8). This effect is mainly due to the destruction of
the fluid-particle covariance by the collisions as shown by Fig. 8
and is similar to the effect found in homogeneous isotropic tur-
bulence [1, 5]. So that the decorrelated collision model is not
satisfactory in homogeneous turbulent gas-solid shear flow even
for such inertial particle, SpτFf p
  3  5. In contrast, Fig. 8 shows
that the correlated collision modelling approaches (stochastic La-
grangian simulation and moment method) allow to reproduce
a correct behaviour for the fluid-particle velocity correlations.
And, as shown by Fig. 7, the modelling of collision effects on
the particle kinetic stresses looks in much better agreement with
respect to DPS/LES results. The mesured collision time is vary-
ing from about 1/2 to 1/3 of the particle relaxation time during
the simulation (Fig. 6). The collision time given by stochastic
simulations using M3C algorithm is identical to the one com-
puted in the frame of the moment method using correlated colli-
sion closure (Eq. 26), this agreement is validating the numerical
treatment of the collisions with M3C algorithm.
CONCLUSIONS
This work is considering a statistical description of gas-solid
turbulent flows based on pdf equation. Two approaches based on
the same pdf equation are used for the prediction of colliding
particle statistics in homogeneous turbulent shear flow. The La-
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grangian stochastic simulation approach is a particulate numer-
ical resolution method, while the moment method is based on
transport equations derived from the pdf equation. The correla-
tion between colliding particle velocities is accounted for in both
approaches using a specific closure for the pair particle pdf in
the collision operator proposed by Lavie´ville et al. [4]. Stochas-
tic Lagrangian simulations using a correlated collision Monte
Carlo algorithm (M3C) have been performed in gas-solid homo-
geneous turbulent shear flows. Numerical predictions have been
sucessfully compared with moment method predictions and re-
sults from Deterministic Particle Simulation coupled with Large
Eddy Simulations of the gas turbulence (DPS/LES). A limit of
the present work is due to the stochastic modelling of the fluid
turbulence along the particle path, using a Langevin equation,
which leads to overestimate the fluid-particle velocity correla-
tions. More sophisticated approaches are under evaluation.
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Appendix A : ”Monte Carlo Collision Correlated” algo-
rithm
1. The time tck where a new collision may occur according to
a Poisson law is given by : tck  tck

1 	 lnxˆ
   κ
VC
Np

Np

1 
2 λ 
where xˆ is an uniform random variable such that : xˆ

 
0

1  
2. Two particles A and B are randomly chosen. If their fluid ve-
locities u f  A and u f  B are in agreement with the correlations
conditions following each direction α

1 to 3 :

 u f  A  α 	 u f  B  α



β
  
u
 f  αu  f  α  p
, the algorithm goes to the next step, else two new particles
are randomly chosen. The correlation parameter β is fixed
to 0  36.
3. The collision probability q
 
A

B 

pid2p

up  A 	 up  B

is cal-
culated and we use the following rejection method : a new
random number yˆ is computed following a uniform law
(yˆ

 
0

1  ).
(a) if λ  yˆ

q
 
A

B  then collision is performed, and the
new particle velocities are computed with Eq. (13) and
Eq. (14)
(b) if λ  yˆ

q
 
A

B  then collision is ’fictious’ and the par-
ticle velocities are unchanged
4. A new tck  1 is computed and the algorithm is repeated while
tck  1  ∆t.
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Figure 7. Time development of the particle kinetic stresses. On the left, comparison between stochastic simulation results (symbols) and model predictions
from the moment method (lines) without collision effect (empty symbols), with uncorrelated collisions (dashed symbols), with correlated collisions (filled
symbols). On the right, DPS/LES results without collision effect (empty symbols) and with collision effect (filled symbols). streamwise component,

u
p  1u p  1  p : circles, transverse components,

u
p  2u p  2  p and

u
p  3u p  3  p : squares and diamonds respectively, shear stress component,
u
p  1u p  3  p : triangles
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Figure 8. Time development of the fluid-particle velocity correlation. On the left, comparison between stochastic simulation results (symbols) and model
predictions from the moment method (lines) without collisions effect (empty symbols), with decorrelated collisions (dashed symbols), with correlated
collisions (filled symbols). On the right DPS/LES results without collision effect (empty symbols) and with collision effect (filled symbols). streamwise
component,

u
 f  1u p  1  p : circles, transverse components,

u
 f  2u p  2  p and

u
 f  3u p  3  p : squares and diamonds respectively, shear stress
components,

u
 f  1u p  3  p and

u
 f  3u p  1  p : triangles up and triangles down respectively
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